Osztalyozasi modellek —
hierarchikus rendszerek

VARSICS ZITA

Az iskolakban kialakult tantargyi strukturakat, az egyes tantargyak tematikajat
idonként celszeru ujragondolni. Az oktatasi rendszer strukturajat eérinto kérdések-
ben hosszabb idészakra szolo, stabil megoldasokat kell talalni, kilénben a gyakori
valtoztatasi szandekok vagy az oktatasi rendszer labilitasat veszéelyezteti, vagy a
pedagogqustarsadalomban meglevo nagy idoallando, tehetetlenség miatt kudarc-
ba fulladnak. Az uj oktatasi térvénytol és a NAT-tdl is ilyen elvarasaink lennének.
Az eqyes NAT-altenativak mellett és ellen felhozott érvek azt jelzik, hogy meg nem
sikerult optimalisnak tekintheté megoldast talalni. Az alabbiakban a matematika
tanitasaval kapcsolatban vazolom fel néhany problémamat és elképzelésemet.

Még a szakemberek véleménye is jelentésen eltér annak megitélésében, hogy mennyi
és milyen matematikat kell tanitani. Veres Lasz/o egyik tanulmanyaban (1) példaul egy
kozel 50%-0s 6raszamcsokkentést eredményezé lehetdéséget vazol fel, amit tobben me-
reven elutasitanak. (2) Reimann Jozsef (3) kilon fejezetet szentel a matematikatanitas
iddigényének, részletesen érvel a matematika emelt 6raszam igénye mellett.

A hivatkozott cikkeket attekintve megallapithatd, hogy még diplomatikus megfogalma-
zas szerint is jelentésen eltéréek a vélemények nemcsak az 6raszam tekintetében, ha-
nem a tematika megitélésében és a szemléletmodban is.

A ,Mondd, mit hasznalsz abbdél a matematika anyagbél, amit tanultal” tipusu kérdeés-
feltevésnek alapvet6 fontossagot tulajdonitok. Kulonb6zé szakteruletek muveldivel be-
szélgetve szamomra is az derilt ki, hogy a matematikaban tanitott témakorok nem iga-
zodnak a kor igényeihez. E prakticista szemléletet persze sokan elutasitjak tobbnyire az
altalanos miveltségre és a matematikaoktatas kozvetett, gondolkodasfejleszté hatasara
hivatkozva. Akad olyan ismerésom, aki ilyen érvelést meghallva a I' art pour |'art szelle-
mében az iskolakat is elefantcsonttoronyba zarna: oda se be, se ki. Ennek szeliditett,
didkok szamara is emészthetd prézai valtozata szerint a masodfoku egyenlet megoldasat
stb. azért kell megtanulnunk, hogy amikor a gyerekinknek ezzel az anyagrésszel prob-
lémaja lesz az iskoldban, akkor tudjunk segiteni neki, egyébként 99,99%-0s esélylnk
van arra, hogy soha tobbé ne talalkozzunk vele. A gondolkodast pedig egyes ironikus
vélemények szerint az ultin stb. keresztil is lehet legalabb ilyen hatékonysaggal fejlesz-
teni. Az altalanos, szélséséges megfogalmazasok felhivjak a figyelmet a létezé proble-
mékra. A sommas megallapitasok és itéletek helyett csak a konkrét javaslatok és a rend-
szeranalizis kovetkezetes alkalmazasa vezethet el a keresett megoldashoz.

Paradigmavaltasok

A paradigmavaltasok kutatasa az utébbi idészakban egyre inkabb elétérbe kerul. (4)
A mono-, az inter- és a multidiszciplinaris megkozelitések komplex kidolgozasa és
osszehasonlitdsa ugyan még nem tértént meg, de az egyértelmlen megallapithatd,
hogy minden inter- és multidiszciplinaris szemléletméd merénylet a szaktudomanyokkal
szemben. Az egyes szaktudomanyok differencialédasi folyamatban jottek és jonnek meg
ma is létre, mig az interdiszciplinaris megkozelitésekben az egységesitési torekvések
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fejez6dnek ki. A torténelmi fejlédés egyik kulcsa ép_pen az egyre ’fokozégié munka-
megosztasok, specializalédasok hatékonysagaban rejlik. Ezek eredmenyessege V|tatha-'
tatlan, ugyanakkor a napjainkban tapasztalhaté informaciorobbanas szukségesse teszi
kiilonb6z6 egységesitési modszerek kidolgozasat eés széleskoru alkalmazasat. Az el-
mult évtizedekben szamos ilyen, elméletileg tobbé-kevésbé megalapozott kiserletnek le-
hettlink szemtanui az oktatasban is. Mindenre kiterjedd, attogéo megoldas meg nincs, a
kiilonbozé probalkozasok soran csak részeredmények szulettek. Az interdiszciplinaris
fogalmak egyelére ellenalinak minden olyan kisérletnek, ami egy zart elmeleti keretbe
probalja beszoritani 6ket. Ez valészintileg nem is teheté meg hagyomanyos szaktudo-
manyi értelemben. E hianyossag megkérddjelezheti, hogy egy ilyen elmeleti szempont-
bél ,labilis” ismeretanyagnak milyen méntékig szabad az oktatasba belekerulnie, ugyan-
akkor a gyakorlati hasznalhatésaga, a hétkoznapi életben felmeruld igények kikénysze-
ritik, hogy egyre nagyobb teret kapjanak az interdiszciplinaris megkozelitési médok a ta-
nitasi folyamatban is. Az iskolai oktatasi rendszerben kialakult tantargyi rendszer, Ujab-
ban muiveltségi terlletek alapvetéen a hagyomanyosan kialakult szaktudomanyokhoz,
szakterlUletekhez kotédnek. Ebben a rendszerben elsésorban csak a specialis szaktu-
domanyifogalmaknak van helye, az interdiszciplinaris fogalmak hattérbe szorulnak, a f6-
hangsuly a szaktudomanyi sajatossagokra kerul. A gyakorlati igények egyre inkabb Kki-
kényszeritik, strgetik e hagyomanyos szaktargyi rendszer megvaltoztatasat. Az ujabb
és Ujabb tantargyak, mint példaul a technika, az informatika fémjelzik e folyamatokat. Ma
mar elképzelhetének tlinik egy teljesen mas elven alapul6 ,tantargyi rendszer” is, amely
jobban igazodna a gyakorlati kovetelmenyekhez.

A tanitas-tanulas folyamataban realizalédik a megszerzett ismeretanyag atadasa a kovet-
kezd nemzedéknek. Az atadandd ismeretanyag rohamos bdvulése szamos problémat, fe-
szultséget okoz. Ezek feloldasara, enyhitésére a kovetkezé harom lehetéséeg kinalkozik:

— atanulasra forditott ido mennyiségi novelése, ennek mind gazdasagi, mind pszichikai
korlatal vannak;

— az eqyre fokozodod specializalodas, ennek korlatot szab az, hogy a kozben altalano-
san szukseéges ismeretek kore is rohamosan bovul;

— Jobb, hatékonyabb modszerek kidolgozasaval.

Eqy mas alapelven nyugvo tantargyi rendszer kialakitasahoz e harom lehetdséget
osszevetve kezenfekvé megoldasnak tinik, hogy az elsajatitandod ismeretanyagokat ne
a hagyomanyos szaktudomanyi rendszer alapjan tanitsuk, hanem megprébalkozzunk
ezen ismeretkort a kulonb6zé interdiszciplinaris fogalmak koré csoportositani és az is-
merethalmaz nagyobb részét ezeken keresztul lefedni. llyen fogalom szerepét toltheti be
a modell, a rendszer, az informacio, a logika, az abrazolastechnika stb. Eqy ilyen alapon
nyugvo rendszer eldnye lehetne a gyakorlatiassaga mellett az is, hogy ezen az uton sza-
mos |lényeges ismeret elsajatithato ugy is, hogy kozben nem tévelyglink egy-egy szak-
tudomany belsé labirintusaban, nem kényszerllink az adott szaktudomany belsé fejl6-
desi logikajat kovetni. Persze ennek az elképzélesnek ma még nincs realitasa, de vilag-
szerte tobb helyen is folynak ilyen jellegu alapkutatasok. Meggy6zédésem, hogy ezekkel
az alapkutatasokkal egyidében, szinkronban a pedagdgiai alkalmazasokban is kell ilyen
Iranyu kisérleteket végezni, hiszen az oktatasi rendszerben természetébdl adéddan
meglevé nagy tehetetlenség, idéallandé miatt kiilonben az iskola és a gyakorlati élet kozti
szakadek rohamosan tovabb né. Az oktatas ilyen iranyu elmozduldsanak alapfeltétele,
hogy a matematika tananyagot korszerUsitslk, hiszen a matematika szikségképpen
megjelenik minden interdiszciplinaris fogalomban, mivel dltalanosan elfogadottan ez tolti
be a tudomanyok kézatti nyelv funkcidjat. A NAT altalam ismert verzidinak matematikaval
foglalkozé részeit ebbdl a szempontbol nem talalom megnyugtaténak. Hianyolom példa-
ul, hogy a relaciok nem szerepelnek benne kell sullyal, pedig ezek nélkil nehezen és

csak ellentmondasokkal terhelten tekinthet6k 4t a mindenitt megjelend osztalyozasi el-
jarasok és rendszerezési elvek.

Relaciok

A halm’az tananyagba kerulésekor éles vitak folytak, sokan tgy vélték, hogy a halmaz
fogalma és a halmazmiiveletek trividlisak, csak szemfényvesztésnek tartottak ezt a ,tu-
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domanyoskodast”. A relaciokrél még ma is bolcsen hallgatunk az iskolakban, k6zben fel-
tételezzuk, hogy ezt mar mindenki onkéntelenul is elsajatitotta, valahonnan mindenki is-
meri és tudja nemcsak a relaciok tulajdonsagait, hanem lehetséges alkalmazasait is. Az
iskolaban a halmaz alapfogalom, amivel megtanulunk tudatosan banni, a relaciok alta-
lanos ismerete pedig maganugy, elég osztonosen alkalmazni. A matematikaban ismere-
tes, hogy e két fogalom csak egyuttesen jelenhet meg. A kétvaltozés, vagy idegen szoval
binaris relaciok megadasahoz az egymassal kapcsolatban allé elemek halmazat kell is-
mernunk. Ezeket a legkulonb6zébb médon adhatjuk meg, abrazolhatjuk:

1. tablazatos formaban;

2. a rendezett parok felsorolasaval, ahol az (a;b) rendezett par azt fejezi ki, hogy a ® b
teljesul. (a sorrend feltuntetése azért |lényeges, mert nem minden kapcsolat szimmetri-
Kus);

3. graffal,

4. térképrendszerének megadasaval.

Az 1.abrdn az A,B,C,D,E,F-fel jelolt versenyzdk kozott lejatszott mérkdzeseken kiala-
kult legyézte” relaciét adtuk meg a rendezett parok felsorolasaval, tablazatos formaban,
graffal és térképrendszerének megadasaval. Az egyszeriliség kevéért a tovabbiakban
csak egy adott halmaz elemei kozotti relaciok vizsgalatara szoritkozunk. A relaciok ,for-
malis tulajdonsagai” szemléletesen érzékelheték a kilonb6zé megadasi médokon ke-
resztul. A reflexivitas-irreflexivitas, a szimmetria-aszimmetria-antiszimmetria és a tran-
zitivitas persze mindaddig formalis, amig e tulajdonsagok kovetkezményeit nem sikerul
attekinteni. Az egyenléség tipusu kapcsolatoknak megfelelé ekvivalenciarelaciok, a ku-
l16nb6z6 rendezéseket leird rendezési re-laciok és a hétkoznapi hasonlésag fogalmanak
megfeleld toleranciarelacio igy jol kezelhetdk, ezek részletesebb vizsgalata elvezethet a
kilonbozd rendszerezési eljarasok pontosabb megértéséhez.

A legy6zte" relacio =

{ (A,B); (B,C); (B,D); (C,D); (FE); (E,D) }

1. dbra
A legydzte” reldcio megaddsa kulénb6zé modokon
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A matematikaban a binaris relaciokat a rendezett parok halmazaként szokas definialni. -
A halmazmiiveletek alapjan tehat a relacidkkal is végezhet6k miveletek, ami médot nyuijt
egyben a halmazmuveletek gyakorlasara is.

A relaciok kozott végezhetd miveletek targyaldasa soran is a tovabbiakban az egysze-
riiség kedvéért feltételezzik, hogy a szerepeltetett relaciok ugyanazon objektumok ko-
z6tt, ugyanazon a halmazon vannak értelmezve, bar ez nem szukséges. A halmazok ko-
76tti metszetmiivelet a relacidkra is értelmezhetd. Az elé6z6 példanal maradva az
A B,C,D,E, Fversenyz6k kozott tekinthetjik az ,,id6sebb relaciot” is. A két relacio halmaz-
elméleti metszetét attekinthetjik a szokasos Venn-diagramon, vagy a tablazatos meg-
adasban is. (2.abra)

(E.B)

(AE)
(FB)

2. abra
Ket relacio metszete

Megallapithatjuk, hogy az A N B relacié akkor és csak akkor all fenn két dolog kozatt,
ha az A és a Brelacio egyidejlleg fennall. (Logikai és mivelet.)

A halmazok koézétti egyesités, unié mivelete is értelmezhet6 a relacidkra. Az el6z6
peéldanal maradva a két relacié halmazelméleti egyesitését tekinthetjiik at a 3.4bran.

Az A U B relacié akkor és csak akkor all fenn két dolog k6zétt, ha az A és a B relacié
kozll legalabb az egyik fennall. (Logikai vagy mivelet.)

A relaciokra az el6z6ekhez hasonlé médon értelmezhetd a tartalmazas fogalma is. A
tartalmazasi relacié mint rendezési relacié vizsgalata alapvetd fontossagu, szemlélteté-
séhez tobbnyire grafokat alkalmazunk.

A relaciok k6zott vannak olyan miveletek is, amelyek nem vezethetdk le kézvetlendl
a halmazelméleti miveletekbél. E miveletek kdzil nagyon fontos szerepe van a reléciok
elméletében és gyakorlati alkalmazasaiban az A*B szorzatrelaciénak. Ennek definicidja
a kovetkezd: két objektum, x és y kozétt az A*B kapcsolat akkor all fenn, azaz xA*By
akkor teljesil, ha van olyan z kapcsol6 elem”, amelyre fennéll az xAz és zBy kapcso-
lat.Peldaként jeldlie A a ,felesége”, B pedig az ,apja’ relaciét. Ekkor az xA*By azt jelenti,
hogy van olyan z elem, aki apja y-nak és férje x-nek, amit masképpen ugyis megfogal-
mazhatunk, hogy x felesége y apjanak. Az A*B relaci6 tehat az x anyja vagy mostoha-
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3. abra
Ket relacio unioja

anyja y-nak relaciot jelenti. A B*A relacio pedig azt jelenti, hogy van olyan z ,kapcsoloe-
lem”, aki y felesége és x-nek gyermeke. Ez éppen a férfiak kozotti veje relacionak felel
meg. A relaciok szorzatmuveletérél megallapithatjuk, hogy nem kommutativ.(4. abra)

- Z
B A
A \ / \
B*A
A*B ;
X —lp y X

anyja (mostohaanyja) ap0s-meny viszony

4. abra
Relaciok szorzata

Vizsgalhatd, hogy a relaciok mely tulajdonsagait valtoztatjak meg és melyeket nem
az egyes muveletek. A relaciok kozotti metszetmuvelet példaul a reflexiv tulajdonsa-
got megtartja. Két reflexiv relacié metszete ugyanis szukségképpen reflexiv, hiszen
ha az 6sszes objektum relaciéban all 6nmagaval mindkét kapcsolat szempontjabdl,
akkor az (a,a) rendezett parok a metszethalmazba is bekerilnek. Amennyiben vala-

melyik relacié nem reflexiv tulajdonsagu, akkor a metszetmivelet eredményekent
sem kapunk reflexiv relaciot.
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Osztalyozasi modellek és ekvivalenciarelaciok

Az emberi gondolkodas egyik kiemelkedd és sajatos teveékenysege a fogalomalkotas.
Kialakult fogalomrendszerink a vilagrél szerzett ismereteink tukrozédéese, melyben a je-
lenségek és folyamatok altalunk lényegesnek tartott vonasai és tulajdonsagai kiemelked-
nek. A fogalomalkotassal szamos tudomanyag foglalkozik részletesen, igy példaul az is-
meretelmélet, a logika, a pszicholdgia, a pedagdgia stb. A megismerési folyamat minden
mozzanataban, igy a fogalomalkotasoknal is alapvetd szerepe van az egyenléségnek.
Az, egyenléség” tipusu kapcsolatokat a matematikaban ekvivalenciarelacionak nevez-
zik. Formalisan jellemz6 tulajdonsagai a kovetkezdk: reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
Az ekvivalenciarelaciok jellemzésére e relacio térképrendszerét szokas leggyakrabban
hasznalni, amely hien tikrozi a skatulyazasi elvet. (5. abra) A vizsgalt objektumok azon
legbbvebb részhalmazait, amelyekben barmely két elem relacioban all egymassal, osz-
talyoknak nevezzik. A ekvivalenciarelaciok lokalis térképei mindig osztalyok.

Az ekvivalenciarelaciok osztalyai az alaphalmazt lényegében skatulyakra daraboljak
fel. Minden elem egy és csak egy osztalyban fog szerepelni. Az ilyen eljarast osztalyo-
zasnak, particionak, kategorizalasnak, illetve skatulyazasnak is szokas nevezni.

2 c
d b
f e
A relacido matrixa Az ekvivalenciarelacio
térképrendszere

5. abra
Skatulyazasi elv

Az objektumok egy osztalyozasa egyértelmien meghataroz a dolgok kozott egy
,egyenloséqg” tipusu kapcsolatot, mely szerint azok és csak azok az objektumok allnak
egymassal relacioban, amelyek ugyanabban az osztalyban helyezkednek el. Ez a kap-
csolat természetesen éppen az az ekvivalenciarelacio, amelynek térképrendszere a ki-
Indulashoz vett felosztas. Egy halmaz ekvivalenciarelacioi és osztalyozasai kozott tehat
Kolcsonosen egyértelmul kapcsolat van. A tovabbiakban elemi osztalyozasi modellrél be-
szelunk, ha az objektumok kozott értelmezve van egy egyenléség tipusu relacid, vagy
ami ezzel egyenénékd, adott az objektumoknak egy particidja.

Uj fogalmak kialakitasakor esetenként kiilonb6z6 reléaciok, tulajdonsagok ismeretében
kell az objektumok osztalyozasat elvégezniink, de gyakran eléfordul, hogy az objektumok
osztalyba sorolasa képzddik el6szor, és az igy képzGdott ,egyenléséq” tipusu relaciohoz
tartozo6 tulajdonsagok ezek ismeretében alakulnak ki. A megismerés kezdeti szakasza-
ban ezt az utébbi mdédszert alkalmazzuk gyakrabban. A kisgyermek példaul a szinek
megtanulasakor a targyakat osztalyokba sorolja. Kialakit a szinekre vonatkozéan egy ele-
mi osztalyozasi modellt. A szinek szerinti osztalyozas kialakitdsa meglehetdsen idgigé-
nyes es nehéz gondolkodasi miveleteket igényel. E folyamatban tettenérhetd az 6ssze-
hasonlitas, az analizis, a szintézis, az elvonas, az altalanositas, az absztrakcié mivelete
eppugy, mint a logikai itéletek és szintézistk alkalmazéasa. Téves hiedelem, hogy elegen-
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do berakni sok targyat a megfelel6 szinl csoportba és ezzel maris megszuletett a szinek
fogalma, éppen csak az elnevezésulket kell megtanulni hozzajuk. Eqy-egy fogalmi rend-
szerezes elfogadasa és elfogadtatasa ennél sokkal bonyolultabb folyamat.

(e, & A
n,@:; *}
{m. u .‘r*\
{0, v,;d}
{r;,@)
{7, X3

v
3

6. abra
A termeszetes szamok fogalma és az osztalyozasi modell

A szamfogalom kialakulasaban is nyomon kovethet6 a skatulyazasi elv alkalmazasa.
Két halmaz akkor kerll a szamossag szempontjabdl ugyanabba az osztalyba, ha eleme-
iket maradéktalanul parba lehet allitani, azaz kélcsonésen egyértelmien megfeleltethet-
juk az elemeket egymasnak. Ennek az elvnek az alkalmazasaval alakul ki a természetes
szamok fogalma. (6.d4bra) Az egyes osztalyok elnevezését jeldljik meg a szamnevekkel.
Matematikai tanulmanyaink soran a természetes szamok fogalmi bévitéseivel, az egész,
a racionalis és a valds szamokkal is foglalkozunk. Ezek fogalmanak kialakitasakor is az
osztalyozasi eljarast alkalmazzuk. A racionalis szamok esetében ez példaul ugy toérténik,
hogy tekintjuk az (a;b) rendezett szamparokat vagy hagyomanyos irasmodban az a/b
torteket, ahol b#0 és ezek kozott értelmezzik a kovetkezé ® egyenléség tipusu relaciot:
a/b ® c/d akkor és csak akkor, ha ad=bc teljesul.

Az igy kapott osztalyozas eredménye a racionalis szam fogalma(7.abra).

9/15
6/10
3/5

7. abra
A racionalis szamok fogalma
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(Természetesen a szamkorok felépitésenél a miveletek és tulajdonsagaik is fontos
szerepet jatszanak.) A geometriai vektorfogalom kialakitasaban is alkalamazzuk ezt az
osztalyozasi eljarast. A skatulyazas soran kapott csoportokat tobbnyire valamilyen mo-
don elnevezzik. Ez torténhet valamilyen kédrendszer segitségével, de egyszeribb ese-
tekben kulon neveket is adhatunk az egyes osztalyoknak. Gyakran ugyanazt a kifejezést
hasznéljuk maganak az osztalynak a megnevezésére, mint egy elemének a megneve-
zésére, ha az adott dologrdl azt kivanjuk kihangsulyozni, hogy melyik osztalyba tartozik.
Az elemi osztalyozasi modellekben az osztalyok szama rendkivil valtozatos lehet. Gya-
korta tapasztalhato olyan hibas kévetkeztetés, amely szerint ha valaki nem szimpatikus,
akkor unszimpatikus; ami nem reflexiv, az irreflexiv; aki nem nyert, az vesztett; ami nem
fehér, az fekete stb. llyen itéletalkotaskor megfeledkezlnk arrél, hogy az adott tulajdon-
sag szerint nemcsak két osztaly van, azaz nem szikségszeru, hogyha az egyik csoport-
ban nincs, akkor feltétlenil a masik skatulyaban kell lennie. A relaciokat a reflexivitas
szempontjabdl vizsgalva harom csoportba sorolhatjuk: reflexiv, irreflexiv es egyik tulaj-
donsaggal sem rendelkezé relaciok. Nemcsak szimpatikus és unszimpatikus emberek
vannak, sok emberhez viszonyulunk kozombodsen, avagy vegyes érzelmekkel. A fekete
és a fehér kozott is ott van a kulonb6zo atmenetet képezd szurke, a szinek tarka kaval-
kadjarol nem is beszélve. A gondolkodas soran ugyelni kell arra, hogy a nyelvi ellentét-
parok tobbnyire nem a logikai tagadas alapjan szulettek. Ennek figyelmen kivul hagyasa
gyakran vezet hibas kovetkeztetésekhez.

Eqy elemi osztalyozasi modell josagat, mint minden modell esetében, a célnak meg-
feleld hasznalhatosaga donti el. Az egy osztalybatartozo elemek egyenldsége azt jelenti,
hogy ezeket egymassal helyettesithetknek tekintjuk. A kulonb6z6 dolgok egymassal tor-
ténd helyettesitését gyakran hasznaljuk. A szdismétlesek elkerulésére gyakran szinoni-
makat hasznalunk, egy gép meghibasodott alkatrészét javitaskor tobbnyire egy masikra
csereljuk ki. Az elemek egymassal vald helyettesithetosége a muszaki életben kllonosen
nagy fontossaggal bir. A csereszabatossag olyannyira alapveto gazdasagossagi kérdés,
hogy jogilag is szabalyozzak. Az iskolal oktatasban is helyenként tulburjanzik a helyet-
tesitéses modszer szamonkérése, amely lényegében bizonyos megoldasi mechanizmu-
sok, algoritmusok elsajatitasara és alkalmazasara iranyul. Azok az elemi osztalyozasi
modellek, melyekben a skatulyak szama nagy, tobbnyire nehézkesen attekinthetok. A
nagyszamu osztaly egyszerlibb kezelésére kllonboz6 rendszerezési moédszereket alkal-
mazunk.

Hierarchikus rendszerek

Minden megalkotott modell j6sagat a gyakorlati hasznalhatésaga donti el. Ez az osz-
talyozasi modellekre is igaz. A szinekre a kisgyernekek szamara megfelel6é egy egysze-
rubb elemi osztalyozasi modell, ugyanakkor a nemzetkozileg is hasznalt Coloroid-rend-
szer is egy lehetséges osztalyozas. E két particié 6sszehasonlitasakor megallapithatjuk,
hogy az elsé skatulyazas meglehetésen durva, mig a masodik sokszor tulzottan is finom
felosztast eredményez. A 6l hasznalhato osztélyozasi modellekben tobbnyire nagysza-
mu skatulyaval kell dolgoznunk, ezért ezeket a konnyebb attekinthetéség érdekében va-
lamilyen médon tovabb kell rendszerezni. Ennek egyik gyakori megvaldsitasi médija az,
amikor kulonb6z6 szintl és részletességl osztalyozasokat épitink egymasra. A gépko-
csikat osztalyozhatjuk példaul markajuk alapjan. Két vadonatuj Opel a marka szerinti cso-
portositasban egy osztalyba esik, ugyanakkor az egymassal valé helyettesithetéség egy
haromajtés Opel Corsa és egy luxus kategériaju Opel Calibra esetében legfeljebb a mar-
kaszerviz keresése szempontjabdl érvényesil. Az el6z6nél lényegesen tobb informaciot
nyujtatipusok szerinti osztalyozas, amelynél az egymassal helyettesithetéség gyakorlati
elve mar jobban érvényesll, de ennek az az ara, hogy lényegesen tobb osztallyal kell
dolgoznunk. A gyakorlati életben az ilyen egymasra épll6 osztalyozasokat tobbnyire gra-
fokkal szoktuk szemléltetni.

A relaciok kozotti tartalmazasi viszony az ekvivalenciareldciok kozott is egy rendezést
valosit meg. Jeldlje (T1,T2;...;Tn) a T ekvivalenciarelacié altal létrehozott osztalyokat, (ti-
pusok szerinti osztalyozas) és (M1;My,...;Mk) az M relécié (marka) szerinti osztalyozasi
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rendszert. Konnyen belathatjuk, hogy amennyiben a T relacioé része a Mrelacionak, akkor
mindegyik Tjkategoria valamelyik M; osztalynak a részhalmaza. A tartalmazasi relacio-
nak mint rendezeési relacionak az abrazolasaval feltintethetjuk a kétfajta osztalyozasi
eljaras kozotti ala folé rendeltségi viszonyt. Ebbdl kitlinik, hogy a tipusok szerinti
(T1,T2;...;Tp) osztalyozasi rendszer mindegyik kategériaja a marka szerinti (M1, Mo;...;Mk)
osztalyok valamelyikének részhalmaza. Az egymast tartalmazé ekvivalenciarelaciok so-
rozataval igy képezett graf szerkezete fastrukturaju, azaz az egyes agak csak szétagaz-
hatnak, 6ssze nem néhetnek. A faszerkezetl hierarchikus rendszerek tulajdonképpen
egymassal tartalmazasi viszonyban all6é elemi osztalyozasi modellekbdl épllnek fel. Tet-
szbleges objektumok korében egy fastruktiura meghatarozasa egyenérntéki azzal, hogy
az objektumok kozott olyan ekvivalenciarelaciokat adunk meg, amelyek egymassal tar-
talmazasi viszonyban allnak.

Ugyanazon objektumokon egyidejlileg vizsgalhatunk kilonb6zé szempontbdl elkészi-
tett osztalyozasi modelleket is. Fastrukturat hasznalhatunk az osztalyozasi modellek at-
tekintéséhez akkor, ha az egyes ekvivalenciarelaciok kozott tartalmazasi viszony van.
Gyakrantalalkozunk azonban olyan esetekkel is, amikor a vizsgalt ekvivalenciarelaciok
kozott nem all fenn tartalmazasi viszony. Az erésportokban példaul a versenyeken nem-
csak nemek szerint csoportositjak a versenyzoket, hanem sulyuk szerint is. Mindket
szempont alapjan egy-eqgy osztalyozasi rendszer all rendelkezéslnkre. Az ,azonos ne-
muek” és az ,azonos sulycsoportuak” relaciok kézul egyik sem tartalmazza a masikat.
Az embereket csoportosithatjuk nemuk, allampolgarsaguk, iskolai végzettséguk, foglal-
kozasuk, lakhelyuk, pantallasuk, keresetuk, egészségi allapotuk stb. szerint is. Mindegyik
szemponthoz elkészithetjuk az elemi osztalyozasi modellt, de meg kell allapitanunk,
hogy e relaciok kozott sincs tartalmazasi viszony, kovetkezésképpen elemi osztalyozasi
modelljeink kozvetlentl nem rendezédnek el fastrukturaba. A 8.abran a nemek és az is-
kolai végzettség szerinti egyszerusitett osztalyozasi modellt vazoltuk.

8. abra
Két reldacio metszetenek abrazoldsa az osztalykepzesen keresztil

A kétszempontu osztéalyozasi modellben az egyik és a masik tulajdonsagot egyidejlleg
kell figyelembe vennlnk, ami tulajdonképpen azt jelenti, hogy a két relacié metszetekent
kapott relacidhoz kell az osztalyozasi modellt elkészitenlink. Ezt megtehetjuk akkor, ha
az eredd metszetrelacié szintén ekvivalenciarelacié. Konnyen belathaté, hogy két ekvi-
valenciarelacié metszete mindig ekvivalenciarelacio, valamint az is, hogy az Més a T
ekvivalenciarelaciok metszetének osztalyait az M relacié {My;M2;..;Mn} és a T relacio
{T1;T2;...;Tx} osztalyainak paronkénti metszetei allitjak eld.

A tobbszempontu osztalyozasokrél megallapithaté, hogy tobbnyire nagyszamu kate-
goriat hoznak létre. A keletkez6 osztalyok szamara felsé becslést kaphatunk a szorzat-
szanbaly alkalmazaséaval. Az egyes osztalyok megnevezéséhez esetenként tudomanyos
némenklaturat, gyakran pedig egyszeri betli-szam kombinaciokkal leirt kodokat hasz-
nalnak. Ugyanazon objektumokon a legkllonb6zébb hierarchikus rendszereket definial-
hatjuk. Az el6z6ekben vazolt elemi szabalyok betartasaval mindegyik eljaras korrekt, tu-

21



VARSICS ZITA

domanyos igényességl osztalyozasnak tlinhet, csak éppen a a végeredmenyek kulon-
béznek alapvetéen egymastol. Egy-egy fastruktura megalkotasakor nem feledkezhetink
meg arrél, hogy egy hierarchikus rendszermodellt készitlink, amely értéket valojaban a
hasznalhatésaga hatarozza meg. E gyakorlati szempont figyelmen kivil hagyasakor a
kapott rendszerezéslnkre a Murphy-féle jellemzés lesz a mérvado: ,Ezt a rendszert azért
talaltak ki, mert ha semmit sem tudunk, legalabb rendszerbe tegyuk, hiszen ettél ugy tln-
het, legalabb a rendszert ismerjuk. ,A hierarchikus rendszereket egyesek megkulonboz-
tetik aszerint, hogy mesterségesek, vagy természetesek. Célszerlbb |6l hasznalhato es
mesterkélt rendszermodellekrél beszélni. A jol hasznalhaté rendszerezésekben tobb-
szempontu osztalyozasokkal taldlkozhatunk. Az el6z6ekben emlitett szorzatszabaly
alapjan azt varhatnank, hogy a szempontok névekedésével egyutt az osztalyok szama
hatvanyozottan novekedik. Ezzel szemben gyakran azt tapasztaljuk, hogy egy-egy ujabb
szempont figyelembevételekor az osztalyok szama mar lényegesen nem valtozik meg.
Ez a jelenség valamilyen bels6é 0sszeflggésre hivja fel a figyelmet, az ujabb szempont
a mar figyelembevett szempontoktdl fligg valamilyen médon. llyen hierarchikus rendszer
megtalalasa ériasi segitséget nyujt olyan fogalomrendszerek kialakitasahoz, amelyben
a belsé torvényszerlségek, kapcsolatok is feltarhatok

Egy-egy jol hasznalhatd hierarchikus rendszer kialakitasat sok probalkozas el6zi meg,
kozben szamos elemi osztalyozasi modell szuletik meg. Gondolhatnank arra, hogy ezen
modellek egyesitésével olyan ujabb modelleket is megalkothatunk, amelyekben az osz-
talyok szama nem gyarapodik. Az ilyen kisérletek tobbnyire eredménytelenek. E kudar-
cok oka abban keresendd, hogy az ekvivalenciarelaciok unidja altalaban nem ekvivalen-
ciarelaciot ad eredményul. Ennek belatasahoz elegendé a 9.abran szerepld példat atte-
kinteni, ahol az eredd relacié nem tranzitiv az A,B,C elemek viszonya miatt.

9. abra
Ekvivalenciareldciok unioja nem mindig ekvivalenciareldcio

Itt csak érdekességképpen emlitjik meg, hogy az A és B ekvivalenciak egyesitése ak-
kor és csak akkor lesz ekvivalencia, ha teljesiil az A U B = A*B egyenldség, és ekkor az
A"B = B*A egyenl6ség is teljesdl.

Strukturalis analizis

Az eddigekben targyalt hierarchikus rendszerek mint modellek hasznélhatésaganak
s korlatai vannak. A szinek osztalyozasi rendszerének kialakitdsakor természetesnek
vettlk, hogy az ,azonos szinérzetet kelt” relacié ekvivalenciarelacié. Ez a hallgatélagos
feltevés azonban nem igaz, hiszen e relaciéra a tranzitivitds nem teljesiil. A lényegtelen,
nem érzékelhetd kilonbségek felhalmozddésa kévetkeztében sok-sok apré lépésen ke-
resztul a sargatdl eljuthatunk a pirosig olyan médon, hogy a kézbiilsé 6sszehasonlitott
szineket paronként mindig egyformanak érzékeljik. A lényegtelen eltérések felhalmo-
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10. abra
Esher: Viz- es levegokepe jol mutatja a kis kulonbsegek fokozatos felhalmozodasat is

zédhatnak jelentds kulonbséggeé is. Ezt a jelenséget |0l példazza Esherképe is.(10.abra).
Az ,egymassal helyettesithetoseég elve” toleranciarelaciok esetében csak korlatozottan
érvényesul. Az osztalyozasi modell ilyenkor csak egy kozelitése lehet a valosagnak. Adott
dolgokat, jelenségkoroket gyakran probalunk meg osztalyozasi modellel leirni, pedig
esetenként tudjuk, hogy a vizsgalt relacio nem ekvivalenciarelacié. Az osztalyozasi mo-
dell, a skatulyazasi elv ezekben az esetekben csak egy kozelitést adhat eredményul. A
szinek osztalyozasakor példaul a skatulyak kozott éles hatarvonalat huzunk, holott a va-
I6sagban nincs ilyen. E hatarvonalnal levé szinekrdl nem tudjuk azutan egyértelmuen
eldonteni, hogy melyik csoportba tartoznak. A dilemmat nem oldja meg az, ha ezen prob-
lematikus szinekhez ujabb és ujabb csoportokat hozunk létre. Aszinek részletesebb cso-
portositasa, a felosztas finomitasa csak a hatarvonalak szamat szaporitja, de nem szun-
teti meg azokat. Az osztalyozasi eljaras ilyen alkalmazasaikor kénytelenek vagyunk el-
fogadni a kozelit6 jelleget, tudomasul vesszuk, hogy az altalunk mesterségesen meghu-
zott hatarvonal valéjaban nem létezik, ezt legfeljebb egy homalyos elkenddott savkent
tekinthetjlk. A kozelitésnek ez a modszere, a skatulyazasi elv alkalmazasa gyakran na-
gyon |6l hasznalhaté osztalyozasi modelleket eredmenyez.

A toleranciarelaciok ekvivalenciakkal valé kozelitése, a meglevé hasonlésag egyenlo-
séggel torténd helyettesitése sok esetben nem nyujt kielégité pontossagu modellt. llyen-
kor strukturalis vizsgalatokat kell végezni, melynek eszkoztaraba a skatulyazasi elv, az
egymassal helyettesithetéség elve és a rendezési elvek altalanositasai egyarant fellel-
heték. Toleranciarelaciokra alkalmazva ezen elveket kialakithaté egy altalanositott hier-
archikus rendszer fogalma is, de ezek szerkezete jelentésen eltérhet az egyszeru fast-
ruktiraétol. A kovetkezokben a f6bb szerkezeti kulonbségekre mutatunk ra.

A hasonlésag targyalasakor példaként tekinthetjuk azt a nyelvi jatékot néztuk, melyben
egy-egy betl valtoztatasaval kell értelmes szavakon keresztul eljutni egy adott szotol egy
masikig. Az altalunk vizsgalt relaciéban két szét hasonlonak tekintettlink, ha csak egy
betliben kulonboztek egymastdl. Az alabbi tablazatban e toleranciarelacio tablazatos
megadasanak egy részletét tunttuk fel.(77.abra)

Megallapithatjuk, hogy a toleranciarelacioknal az osztalyok egymasba metszhetnek,
ugyanaz az elem kulonbozé kategéridkban is szerepelhet. A toleranciaosztalyok tehat
nem az alaphalmaz egyszerl feldarabolasaval keletkeznek. Ez egy rendkivul lenyeges
kulonbséget jelent az ekvivalenciarelaciokhoz viszonyitva. Két toleranciarelacio metsze-
te és unidja is mindig toleranciarelaciot eredményez.

A relaciok kozotti tartalmazasi viszony a toleranciarelaciok kozott is egy rendezést va-
l6sit meg. A toleranciarelaciok korében is igaz, hogy egy T relacié osztalyai az Mrelacio
osztélyainak részhalmazai, ha az M toleranciarelacio része a T toleranciarelacionak. A
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11. abra

Egy tolerancia relacio és osztalyai

toleranciaosztalyozasok egymasra épitése azonban tobbnyire nem fastruktirat eredmé-
nyez, mert a toleranciaosztalyoknak lehetnek k6zés elemei. Ez okozza azt, hogy a k-
I16nb6z46 szintd toleranciaosztalyok rendezése soran a graf egyes agai nemcsak elagaz-
hatnak, hanem 6ssze is néhetnek. A kovetkezé véges példa ramutat a graf againak
osszenovesi lehetéségére.

Az a;b,c objektumokon tekintsik a kovetkezé relaciokat:

S relacio T relacio

A tablazat alapjan mindegyik relaciérél lathatd, hogy reflexiv, szimmetrikus és az
RcSc T tartalmazasi viszony fennall. A 12.4brén rendre megadtuk a T; S és R relaciok
toleranciaosztalyait és az ezek kozotti tartalmazasi viszonyt feltiinteté grafot.

Az {a;b;c} pontbdl elagazé agak a {b} pontban ismét ésszefutnak. Ez a jelenség az
ekvivalenciaosztalyozasra épitett hierarchikus rendszereknél nem fordulhat el. A tole-
ranciaosztalyozasra épitett altaldnositott hierarchikus rendszer szerkezete inkabb egy
haléra hasonlit, ezért a tovabbiakban haléstruktiranak nevezziik. (Megjegyezzﬁk/ hogy
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T osztalyai (a;b;c}
S osztalyai (a;b) (b:c) HALOSTRUKTURA
R osztalyai (a) (b) (c)

12. abra

Toleranciosztalyozasra epitett hierarchikus struktura

a valasztott példaban a T és a R relacio tranzitiv is, azaz S kivételével ekvivalenciarela-
ciok.)A vazolt kulonbségek felhivjak a figyelmet a strukturalis elemzések fontossagara.
Nyilvanvald, ha hogy ha a valésagos szerkezet a 12. dbranvazolt strukturaju, akkor akkor
azt hiaba probaljuk meg egy fastrukturaval leirni. (13.abra) Ugyanahhoz a haléstruktura-
hoz teljesen kulonb6zé fastrukturakat szerkeszthetlink, de egyik sem fogja pontosan le-
irni a szerkezeti kapcsolatokat. A pontositashoz kulonb6z6 egyéb modszereket is ra kell
még Ultetni a fastrukturara, ami a rendszer attekinthetéségét rontja, a kezelését pedig
jelentésen megneheziti. Az osztalyozasi eljaras eredményeként kapott tébbnyire nagy-
szamu osztalyokat rendszerezni kell. Ennek egyik lehetséges mddja a fastrukturaba vagy
haléstrukturaba torténdé rendezés. E strukturak szerkezete abrazolasuk alapjan konnyen
attekinthetd, egyszeri eligazodasokat tesz lehetévé, de nagy mennyiségu objektum ese-
tén az abra elkészitése gyakran technikai korlatokba Utkozik. Egy masik altalanosan el-
terjedt modszer esetén a dolgokat nevik vagy kédjuk alapjan, egy megallapitott szabaly
szerint sorbaallitjuk. Ennek legelterjedtebb valtozata az, amikor a szavakat abécé rend-
ben soroljuk fel. Ezt a rendezést hasznaljak a lexikonok, szétarak éppugy, mint a konyvek
végén kozolt targymutatdok vagy névmutatok. (A szamitogépeknél a konyvtarszerkezet
tartalmat megjelenithetjuk név szerinti rendezésben, az egyes egységek, konyvtarak
vagy file-ok keletkezési idépontjanak sorrendjében is.) Esetenként el6fordul, hogy az
egyes objektumokhoz névként valamilyen, tobbnyire szamokat is tartalmazé kédokat ren-
deliink. A szamok korében is rendelkezésunkre all egy természetes rendezés, mint a be-
tlik kozott az abécé, s6t ez az egész vilagon egységes, ezért a legkulonb6zébb tudo-
manyos terlleteken is elészeretettel kédolnak és rendszereznek szamok segitsegével.
(Az egyes nyelvekben hasznalt betlik és betlrendek eltérhetnek egymastél!) Afogalmak-
hoz példaul az Egyetemes Tizedes Osztalyozas szamjelzeteket rendel, de azok ettél még
nem valnak mennyiséggé. rtelmetlen dolog két ETO jelzetet 6sszeadni, kivonni, szorozni
stb, hiszen ezen miveletek a szamok korében elvégezheték ugyan, de a fogalmak, te-
makorok kozott ezek csak értelmetlen zagyvasagot jelentenek. Két ETO jelzet nagysagat
sincs értelme 6sszehasonlitani, hiszen nincs értelme valamilyen ala-félérendeltséget fel-
tételezni a két teljesen kiilonb6z6 témakor, fogalom kozott. A szamszerlsitési eljarasok
elemzése mar atvezet a skaldzasok részletesebb vizsgalatahoz.

A fogalmak, témakorok kozotti természetes viszonyokat ez a rendezés nem tukrozi
vissza. A szamok kozotti < relacié grafjaban elagazas nem fordul eld, ezért ennek alkal-
mazasa egy linearis lancbarendezést, egy sorrendiség kialakitasat jelenti. Egy linearis
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13. abra

Szerkezeti 6sszehasonlitasok

lancban pedig nem tikrézédhet az objektumok kozti viszonyt leiré fastruktura, illetve ha-

|6struktura.

A relacidkat és tulajdonsagait, a velik végezheté miveleteket sok esetben helytelenl
alkalmazzuk. A modellezés elméleti vizsgalatakor példaul tobben jutottak a kovetkez6
allaspontra: ,A hasonlé jelenségek fogalmat — magat a fogalmat! — minthogy megtarta-
saval az elmélet ellentmondasai nem kiuszobolheték ki nem célravezetd a tovabbiakban
alkalmazni.” (5) E gondolatok mogott tobbnyire az a téves elképzelés uralkodik, hogy a
modellezés soran alkalmazott hasonlésag lényegében ugyanolyan, mint az egyenléseg,
nem vesszUk észre a kettd kozotti Iényegi kulonbséget. E kétfajta fogalom egybemosasat
csak megerésiti a matematikaban tanult geometriai hasonlésag, amely valdjaban
.egyenl6séq” tipusu relacio. A toleranciarelaciok vizsgalataval ezek a félreértések elemi
szinten tisztazhatok. Megdobbentd tény, hogy ennek ellenére még a matematika szakon
végzett kollégak sem hallottak ilyen dolgokrél, a nem tranzitiv relaciok kiesnek a tantervi
halokbdl. E relaciok pedig elemi szinten, jatékosan is tanulmanyozhatdk. A véges példak
sokkal kozelebb allnak hozzank, mint a folytonossagra, hatarértékre épulé fogalmak.

Ez utébbiak persze mar alsé tagozaton is szerepelnek a tananyagban. Ez egyben jelzi
a matematika tananyagban meglevé egyoldaliusagot, deformaltsagot. A matematikai
szimbolikat absztrakt jelleguk ellenére hétkoznapi tartalommal is kdnnyen megtolthetdk
arelaciok tanitasa soran, hiszen a szemléletes, véges, hétkoznapi példak serege all ren-
delkezésunkre. Egyes becslések szerint az emberek kdzel 85%-a éppen a szamukra igen
keveset mondd matematikai szimbolikatdl inézik és utalja meg magat a matematikat. Re-
laciokat persze tanitunk, hiszen a geometriai illeszkedési relaciok, a kulonb6zé muvele-
tek és fuggveények mind példak bizonyos tipusu relaciokra, csak a legelemibb, és éppen
ezeért legaltalanosabban hasznalhaté tipusokkal nem foglalkozunk.
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