A sik és a tér egybevagosagail,
a szabalyos alakzatok

TR A

szimmetrial

CSOKA GEZA

Ezt a szép témakort még mindig eérdemén alul ismerjuk €s alkalmazzuk az
oktatdasban. Az alabbiakban -kicsit részletesebben- két olyan tetelt ismertetek,
amelyek az ELTE TTK-n folyo abrazolo- és szamitogépi geometria tanar szakon
a 2. féléves tételjegyzekben szerepelnek. Ajanlom a geometria irant érdeklodo,
terszemléletét probdra tenni kivano olvasonak, szaktanarnak, kozepiskolas diak-
nak. Terjedelmi okokbol nem foglalkozom a csoportelmélet egyebkent szép €s
fontos vonatkozdsaival. A dolgok természeténéel fogva sokat biztam az abrak
megqgyozo erejere. Neéha szandekosan is kihagytam kisebb részeket, hogy kerde-
seket fogalmazzak meg a jobb féldolgozas erdekeben. A végen megtalalhatok a
megoldasra vonatkozo utalasok.

Az euklideszi sik és tér a vizsgalédas szinhelye. Az azonosan athuzott szakaszok
hossza egyenld, egy P' pont a P képe, minden jeldlés a megszokott formaju. Egybeva-
gosagi transzformacionak a £ sik X'sikra valo tavolsagtarto, és igy bijektiv leképezeseét
nevezzuk, tehat amelyben minden A, B € esetén A', B'e X'-re IA'B'| = |IABI. EbbSl mar
kovetkezik, hogy egyenes-, parhuzamossag-, €s szogtarto is. Harom, eqgy egyenesre
nem illeszkedé pont és a képe egyértelmien meghatarozza atargysik barmely pontjanak
képét a képsikon.

1. abra

Itt transzformacion és egybevagésagon a pontharmas és képe altal meghatarozott
megfeleltetést érntjuk, és nem azt a folyamatot, ahogy a harom pont a képére keriil. Ez
utobbi nem is egyértelmi. Ha a sikot 6nmagara képezziik le (Z=X') és egy F pont egy-
beesik a képével F=F', akkor a leképezés fixpontjanak vagy invarians pontjanak nevez-
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zuk. llyenek példaul egyenesre tukrozésnél a tengely pontjai. A helybenhagyas nyujtja
az értelmezés korlatlan lehetéségeit, hiszen eltolasnak -O vektorral, vagy tetszdleges
pont koruli — O szdgu — elforgatasnak is tekinthetjuk.

Az egybevagodsagot iranyitastartonak nevezzuk, ha az ABC és A'B'C' A-ek a sik va-
lamely oldalardl nézve megegyezé koruljarasuak. Ez barmely A-re és a képére is igaz.
Ha nem egyezik a koruljarasuk, akkor a transzformacio iranyitasvalto.

Kihasznaljuk, hogy az egybevagdsagot két pontpar: A, A' és B, B'is meghatarozza, ha
tudjuk még azt is, hogy iranyitastarto vagy sem. Ezesetben egy C pont C' képe a tavol-
sagtartas révén egyértelmuen adodik az A'B' egyenes vagy egyik vagy masik oldalan.

Melyek tehat a sik egybevagosagi transzformacioi?

1. Legegyszerubb, ha megadunk harmat és ezekrél megmutatjuk, hogy minden lehet-
séges medgfeleltetést eldallitanak. Az abran az eltolas, a pont korlli forgatas és atengely-
es tukrozés jellemzdit tuntettik fol.

O

2. abra

Az elsé kett iranyitastarto, és igy siknak onmagaban torténé elmozgatasaval is meg-
jelenithetd, ezért mozgasnak nevezzik. Az eltolasban nem lehet fixpont, az elforgatase
az O pont, a tukrozésé pedig a tengely pontjai.

2. Fontos kortlmény, hogyan lehet az eltolast és a forgatast tukr6zésekkel helyettesi-
teni:

1O

3. abra

Az eltolas két, iranyara L tengelyld egyenesre valé tikrozés egymasutanjaval egyen-
értékli, mig az elforgatast helyettesitd tukrozések tengelyei O-ban metszdk és 1/2¢ szo-
get zarnak be. Megjegyzendd, hogy mindkét esetben a tengelyek egyike szabadon va-
laszthaté a megfeleld sugéarsor elemeibdl, a masikat mar hozza kell igazitani. Tetszdleges
t>-hoz t1-et -1/2v jeldli ki.

3. Kérdés: Igazak-e a 2-beli allitasok, ha a P pontot mashol vesszuk {617
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4. Tétel: A sik minden iranyitastarté egybevagésaga vagy eltolas, vagy elforgatas. Bi-
zonyitas: ha az ABC A és vizsgalt képe eltolassal fedésbe hozhatd, tehat AA'=BB'=CC’,
akkor nyilvan ez az eltolas a keresett transzformacio. Arra az esetre, amikor nincs két
egyenl6 a fonti vektorok kozott, a késébbiek érdekében a szokasostél (mely szerint AA’
és BB'feléezé merdlegeseinek metszéspontja kérul egymasba forgathatdk) -eltérd bizo-

nyitast adunk, amely az abrardl olvashaté le

4. abra

Az ABC A-et akarjuk az A'B'C'-be vinni. ElI6sz6r eltoljuk a v=AA' vektorral az A'B1C1
helyzetbe, majd A' korul elforgatjuk A'B'C'-be. Az eltolast helyettesitjiuk a t1-re majd to-re
tukrozeéssel, az elforgatast pedig a t1 majd tz-ra tikrézéssel. Mivel t2 és t1 azonos, igy
egyenesukre kétszer tukroztink, ami azonossag, vagyis a négy tukrozésbdl csak kettd
szamit, t1 és to. Mivel ezek metszik egymast egy O pontban, szoguk 1/2¢, a két tikrozés
egy O koruli, ¢ szogu forgatassal egyenértekl. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

5. Kérdés: Rajzoljuk fol azt a specialis esetet, amikor AB=-A'B'.

Mit mondhatunk a sik iranyitasvalté egybevagoésagairél?

Ertelmezzunk egy iranyitasvalté egybevagdsagot 6.

Egy t egyenessel parhuzamos v vektorral valé eltoldsbdl majd a t-re tukrézésbdl allé
transzformaciot csusztatva tukré6zésnek nevezzik. A v lehet nullvektor is. Nyilvan azonos
az eredmeny, ha a tukrozést hajtjuk végre elsének. A teljesség kedvéért igazoljuk a ko-
vetkezé tételt

7.Asikiranyitasvalté egybevagdésagai csusztatva tikrozések Bizonyitas: az alabbi ha-
rom abrahoz flizlink megjegyzéseket

P4

5. abra

—Haaziranyitasvalé egybevagésagnak van két fixpontja, F1 és Fa, akkor csak az egye-
nesukre valé tengelyes tikrozésrél lehet szo.

—Halegalabb egy fixpontja van, a masodik abran F, akkor a P pont P'képének P* képét
erdemes keresnunk. Ez a P" az F-t6l FP=FP' tavolsagra van, a P'-t3l pedig, mivel PP’
képe P'P", éppen PP'=d-re. Ezért P" az 4bra szerinti Q pont, vagy a P pont lehet. A Q
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pont nem |6, hiszen FPP' A képe vele ellentett korlljarasu kell legyen, ami FP'Q-ra nem
teljesul. Tehat P"=P, mely szerint PP' képe P'P, igy a szakasz F felezéspontja fixpont, va-
gyis a jelzett t egyenesre tukrozunk. Ha az iranyitasvalté egybevagdésagnak egy fixpontja
sincs, akkor vizsgaljuk egy PQ szakaszt és képét, P'Q'-t.

Toljuk el PQ-t a PP'=v vektorral a P'Q1 helyzetbe. Ertelmezzik a P1P', Q1—Q" iranyi-
tasvalto leképezést, amelynek P' mar fixpontja, tehat az ei6z6 abranak megfeleléen ez
a leképezés a Q1P'Q'szog t1 felezdjére vald tukrozés. Bontsuk a v vektort ti-gyel |l és ra
1 osszetevokre, az elsét jeldlje vil. Ez a P pontot a Pll pontba tolja. Ha PIIP' felez6 me-
rolegeset t-vel jeloljuk (tlity), akkor a kiindulasi PQ szakaszt a vll eltolas, majd t-re valo
tukrozés tehat csusztatva tukrozeés viszi P'Q'-be.

8. Kérdes: A sik egybevagosagainak eldallitasahoz hany tukrozés elégséges”?

A szabalyos sokszogek szimmetriai

Mivel most a K sokszdog onmagara képzdodik le, K kozéppontja helyben kell maradjon.
A 4. és 7. pont szerint csak a K koruli forgatas és a K-ra illeszkedd tengelyu tikrozes
johet szoba, ezeknek invarians pontja K. A vizsgalt egybevagosagi lekepezést adjuk meg
K-val és az 1, 2 csucsokkal: K12 -5 Ki(i+1), =1, 2, ..., n, ezeket a K koruli 360°/n egész
tobbszoroseivel forgatva kapjuk. Iranyitasvalok K12 — K i (i+1), ezeket pedig az 1, i+1
pontok (K-ra is illeszkedd) felezé merdlegesére tukrozve (is) megkaphatjuk. Kaptunk te-
hat 2n szimmetriat, ebbdl n a mozgas és n az iranyitasvalto.

. i {+1

{

=

[

6. abra

Megallap1ithatd, hogy a mozgasok mind kulonboznek egymastdl, hiszen az 1 csucs
helyzete mas-mas, hasonlé okbdl az iranyitasvaltok sem lehetnek azonosak. Egymastol
a koruljarasuk miatt kilonboznek, kovetkezésképp a szimmetriak szama legalabb 2n.
Nincs tobb sem, hiszen barmely szimmetriaban K a helyén marad, 1 valamelyik csucsba
kerll, 2 pedig koveti vagy megel6zi a pozitiv koruljaras szerint, ezeket az eseteket viszont
mind figyelembe vettuk.

A szabalyos n-szognek pontosan 2n szimmetriaja van, melynek fele mozgas.

9. Kérdés: szabalyos sokszog egybevagosagaban K3 5 - K 1 7 mozgas-e? Adjunk
meg olyan egybevagodsagi transzformaciot, amely ezt megvaldsitja! A sikbeli eset rész-
letes targyalasanak elonyeit majd most lathatjuk, mivel a térbelit teljesen analég modon
vizsgaljuk.

A térbeli egybevagosagi transzformaciok

Meghatarozza négy, nem egysiku pont és a képuk, tehat valamely ABCD és A'B'C'D'
tetraéderpar. Iranyitastartd, ha A-bdl nézve BCD A koruljarasa ugyanolyan, mint A-bdl
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nézve BCD A-é, iranyitasvalto, ha forditott. A tulajdonsag nem flgg a valasztott teraeder-

tél vagy csucstol. . '
10. Ertelmeziink néhany egybevagdsagot és — legalabbis a mozgasokra — megmutat-

juk, hogy ezek, és bizonyos egymasutanjaik az 6sszes lehetségeset kiadjak.

\

7. abra

Az eltolas és at koruli ¢ szogl forgatas (PP_Lt) mozgasok, mig a sikra tukrozeés iranyi-
tast valt.

11. Akarcsak 2-ben, itt is megallapithatjuk, hogy az eltolas helyettesitheto kettd, v-re
1 sikra valo tikrozés egymasutanjaval, ha azok tavolsaga a v hosszanak fele. Az elfor-
gatas pedig egyenértékl két, t-re illeszkedd sikra vonatkozé tikrozés egymasutanjaval,
ha azok iranyitott szoge 1/2¢. mindkét esetben a sikok egyike tetszélegesen valaszthato.

12. Csavarmozgasnak nevezzuk azt az egybevagosagot, amely egy adott v vektorral
valé eltolas, majd egy tllv egyenes koruli ¢ szogu elforgatas egymasutanjabdl all. A sor-
rend lehet forditott, fi vagy v lehet nulla is.

13. Tétel: a tér minden mozgasa csavarmozgas. Bizonyitas: el6szor igazoljuk, hogy az
eqybevago, azonos koruljarasu ABCD és A'B'C'D' tetraéderek egymasba vihetdk egy el-
tolas, valamint két, metszé tengelyl elforgatas egymasutanjaval.
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8. abra

’ Valéban, ha egy v=AA'eltolast alkalmazunk, majd a B képeként adédé B1-et az A'B'B1
sikjara L, A" ponton atmeng t1 tengely korul a ¢=B1A'B' szoggel a B'-be forgatjuk. Ekkor
mar a ket tetraédernek egy megfelelé élparja AB és A'B' egymaésra keriilt, mikézben a C
pont valamely C4, majd C2 helyzetbe jutott. Most a B'A' egyenes legyen a t2 tengely és
forgassunk korulétte a CoA'B' és a C'A'B' sikok 1/2¢ szdgével, amikor is C2 csak C'-be,




A SIK ES A TER EGYBEVAGOSAGAI, A SZABALYOS ALAKZATOK...

az iranyitastartas reven pedig D csak D'-be kerulhet. Mivelty és t2 is atmegy az A'ponton,
segédtételunket igazoltuk.

Masodik lepeskeént a két forgatést tukrozésekre valtjuk at: t1 helyettesitheté £1 és Zo-re
valo tukrozéssel, ha ezek |rany|tot1 szoge fele a forgatas szégének. Legyen a valasztha-
tosag alapjan, X2 = [t1,t2] sikkal. & helyettesithetd |6l valasztott £1 ésX 2 sikokra tukro-
zéssel, legyen X1 = [tq,t2] sik. igy aztan (foltehetéen Euler 6tlete alapjan) azt kapjuk, hogy
a kéttengely koruli forgatas jobbrolbalra irva a sorrendet LoxX1xZoxX 1 tukrozéssel egyen-
értékd, melybdl 1xX2 a [t1,t2]-re kétszeri tikrozés, tehat azonossag, elhagyhaté. Adédik
tehat, hogy a transzformacio ereddje a YoxX¢ transzformacio, amely a metszésvonaluk
korili, a szogik duplajaval valé forgatassal egyenértéki. Legyen o ¢ T1=t és a szdg ¢.

9. abra

Eddigi eredményunk, hogy a térbeli mozgas v eltolasbdl és egyetlen t tengely koruli ¢
szogUlforgatasbdél megkaphatd, csakhogy ez még nem csavarmozgas, hiszen semmi
sem biztositja, hogy vlit legyen. Bontsuk tehat a v vektort t-vel || és ra L 6sszetevdkre,
legyenek ezek vp és vm, majd vegyunk fol egy a L t sikot, és ebben vizsgaljuk meg, hogy
mi torténik.

Az a sikban nem hat vp, mivel L o-ra, itt tehat csak az O=t | a korili ¢ szégii forgatés
és a vm vektorral valo eltolas érvényesul.

A sikra vonatkozé 4.tétel szerint ezek egyutt egyetlen elforgatast eredményeznek, egy
bizonyos O pont kortl, ¢ szoggel. Vegylnk fol két O-ra illesztett, tlit tengelyt. Ha most e
korul forgatunk ¢ szoggel, akkor az o sikban ugyanazt kapjuk, mint az O koruli forgatas
és avm eltolas egylttese, tehat az eredeti, térbelitranszformacié tiranyu (a-ra L) vetulete
szempontjabdl vm mar nem jatzsik szerepet. Kovetkezik tehat, hogy maga a v-vel és (t,¢)-
vel adott transzformacio vp és (t,o) jellemzdkkel adott transzformacidval, vpllt révén tehat
csavarmozgassal megadhatd. Ezt akartuk bizonyitani.

14. Kérdés: Egy térbeli mozgast tukrozésekkel akarunk helyettesiteni. Hany elégseges
beléle? Bizonyitas nélkul fogjuk hasznalni a kovetkez6t:

15. Tétel: a tér minden iranyitasvalté egybevagésaga megvalésithaté csusztatva tuk-
rozéssel (v eltolas és Xllv sikra tukrozés), vagy forgatva tukrozéssel (t koruli forgatas és
¥ 1t sikra tukrozés). Mindkét tétel meghokkentéen erds allitast jelent, ha arra gondolunk,
hogy két, barhol a térben elhelyezett tetraéder egymasba vitelérdl szol.

A szabalyos testek szimmetriai

Szabalyos az a konvex poliéder, melynek lapjai egybevagé konvex sokszogek és lap-
szogei is egyenlék. Ismeretes, hogy otféle van, a tovabbiakban viszonylagos bonyolult-
saguk miatt a dodekaéderre és az ikozaéderre nem fogunk hivatkozni.

A szabalyos testeknek van korilirhaté gombje, melynek kézéppontjat egyuttal a test
k6zéppontjanak is nevezzik. Egy szimmetria soran a test Snmagaba megy at, K kozep-
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Szabalyos testek

>

tefraeder hexaeder oktaeder
it
10. abra

pontja helyben kell maradjon, tehat fixpont. A 13. és 15. pont szerinti lehetséges transz-
forméacidk kozul kiesnek azok, amelyek eltolast is tartalmaznak.

16. A szimmetria
- ha mozgas, akkor K-n atmend tengely koruli forgatas,
- ha iranyitasvalto, akkor K-ra illesztett sikra tukrozés vagy forgatva tukrozes, melynek

tengelye, sikja is tartalmazza a K pontot.
17. Tétel: a szabalyos testnek, melynek | lapja van és azok szabalyos n szégek, pon-

tosan 2In szimmetriaja van, meiynek fele mozgas.
Bizonyitas:

2 1 1

K

11. abra

K123 — K123

A szimmetriat adjuk meg K-val és valamely kiszemelt lap szomszédos 1 2 3 csticsaival,
amelyek ugyanezen, vagy egy masik lap szomszédos 1'2'3' csucsaiba mennek at. Leg-
alabb 2kn szimmetria van, hiszen példaul a 2 cstcs az | darab |lap barmelyikére kerulhet,
egy lap n kulénb6zé csucsaba mig 1 és 3 ugyanazon lapon kétféleképp lehet szomszédja
(K-bol nézve pozitiv vagy negativ korlljardsu haromszoget alkotva). Ezek a hozzaren-
delések mind kulonb6zéek és szerintlik a poliéder helyzete egyértelmiien meghatarozott,
onmagat fedi (ezt érdemes részletesen végiggondolni). Legfoljebb 2In szimmetria van,
hiszen egy ilyen soran a kiszemelt 2-es csucs az 1 és 3 szomszédaival rakerilt az | lap
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egyikere, annak n kozul valamelyik csucsara és 1,3-mal K-bdl nézve pozitiv vagy negativ
koruljarasu. Ezeket az eseteket az el6bbi megfontolasban mind szambavettlk, tehat ép-
pen 2In szimmetria van.

A kocka szimmetriai

Nagyon megkonnyiti a vizsgalédast, ha mlianyag bevonatu drétbdl megcesinaljuk egy
kocka élvazat.

18. Mozgasok, tehat iranyitastartok Mivel kozéppontja helyben marad, a kocka szim-
metriaja nem tartalmaz eltolast. 16. szerint tehat csak a K-ra illeszkedé tengely forga-
tasok johetnek széba mint mozgasok, 6sszesen In=24 db.

csuCs

12. abra

Haromféle tengely j6het szdba, a |l lapok kozéppontjait 6sszekotd t (3 db), az atellenes
élek felezopontjaira folvett tg (6 db) és a testatlo tc (4 db).

Az alabbi tablazat 2. oszlopaba az 1, 2,..., 8 csucsok helyzetét irtuk be abban az eset-
ben, amikor a vizsgalt transzformacidtipus lehetséges tengelyei kozul éppen az abran
foltintetetteket €s a kisebb szdget hasznaljuk:

i a forgatas tengelye, szége 12345678 hany ilyen van
| t;, oo = 90°; 180° és 270° 23416785 3X3

| te;, o = 180° 58761432 6 x 1

|

te, 0 = 120° és 240° 32674158 | 4x2
helybenhagyas 12345678 TR -
| 24 db

Hogy ezek mind kulonbozdk, azt legegyszerubben a permutaciok folirasaval igazol-
hatjuk, elég csak 1 2 és 3 képét megadni az egyes esetekben.

19. Irdnyitasvaltok A 16. pont szerinti feladatunk a K-ra illeszkedd sikokra valo tukro-
zések, valamint a K-ra illeszkedé tengelyl forgatasok és ra L sikra valé tikr6zések mint
szimmetriak folkutatasa.

A 13. abran %, felezi a |l éleket

— Y¢| illeszkedik az atellenes élekre

— hianyzik a tc atléra K-ban allithaté L sik, amely elvalasztja 8, 4, 5, 7-et, es 2, 1, 6, 3-at.
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13. abra
A transzformacio 12345678 hany van
forgatas t korul =0, 90 és
270°-kal + tukrozés X-ra [ 9 2 U0, 3X3
tukrozés gi-re 14325876 6 X1
" forgatas tc koril =60 és -60°- -
kal + tukrozés 28 58416732 4 X2
felez6 1 skjara
tukrozeés K-ra 78563412 1
L | 24 db |

Hogy mind kiilénb6zdk, aztismét az 1 2 3 adddo képeinek kulénbdzéségével igazoljuk.

20. Kérdés: Miért nincs t) koruli 180°-os forgatas + tukrozés Xj-re?

21. Kérdés: Miért nem szerepel a listan a tc korlli 180°-os forgatas + tukrozés a 28
felez6 L sikjara?

22. Kérdés: AkockaK 123 —» K485 leképezése

- lehet-e egybevagoésag?

- ha az, akkor iranyitastarto-e?

- irjuk f6l mind a 8 csucs képét

- milyen geometriai transzformacié hozta létre?

10
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A szabalyos tetraéder szimmetriai

Jelolje F14 és Fo3 a felezéspontokat, tc atmegy az 123 A kozéppontjan és tg az Fia.
Foa pontokon. most In=12 mozgast és 12 iranyitasvaltot keresink. Ez éppen egyenlé a
csucsok osszes lehetséges permutaciojanak szamaval: 24=4/.

Akarmilyen sorrendben irjuk le tehat az 1,...,4 szamokat, van olyan egybevagésaagi
transzformacio, amely az 1 2 3 4 csucsokat a megadottakba viszi. (A kockanal ez nincs

Igy, hiszen 48<<8!)

Ezen a keruléuton keressuk meg az 6sszes szimmetriat
23. Vizsqgaljuk a kovetkezd transzformaciokat

12 3 4 képe a transzformacio jellemzdje
a)2314 eqy fixpont, a 4-es
b)4 321 helycserék: 1 <> 4 6s 2 < 3
c)1324 két fixpont: 1 és 4
d2413 nincs fixpont, sem csere

Kitalalhato, hogy

a) forgatas tc korul, a =120° .
i (Iehe:240° IS) Lol Pc9as
b) forgatas tg kornul, a=180° 3 X1 mozgeés
c) tukrozés 14F 23 sikjara 4 X 1 iranyvalto |
d) forgatas te korul, a=90° (le-
het -90° is) + tukrozés Fi4F23 4 X2 iranyvalto
felezé 1 skjara

Ezekhez hozzaveve a helybenhagyast, megkaptuk a 12+12 keresett szimmetriat.

A szabalyos oktaeder vizsgalata

Ezt a testet ugy is megkaphatjuk, hogy a térbell derékszogu koordinatarendszer ten-
gelyein levé m pontok konvex burkat vesszuk. Hasonloan egyszeru a kocka lapkozep-
pontjainak osszekotésevel valé szarmaztatast:

15. abra
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CSOKA GEZA

Az abra masodik kockajaba az 1 3 6 8 szabalyos tetraédert irtuk le. Lathato, hogy
ennek élfelezd pontjai, példaul F13 vagy Fes éppen a kocka lapkézéppontjai, tehat a sza-
balyos tetraéder élfelez6 pontjai szabalyos oktaédert adnak. Mindez lehetove teszi a ha-
rom test szimmetriainak egyuttes vizsgalatat.

A kockahoz értelmezett t| tg és tc tengelyek segitségével az oktaéder szimmetriait is
megtalalhatjuk. Ezek szama 283=48, igy elég valoszinu, hogy a ket test szimmetriai
ugyanazok a transzformaciok.

24. Feladat: Bizonyitsuk ezt be Ha a jobb oldali keckat forgatjuk 17 atléja korul 120°-
vagy 24°-kal, akkor a tetraéder is 6nmagaba megy at, 1 csucsa fix, 6 3 8 lapjan pedig
ciklikusan valtozik a cstcsok helye. Ez tehat egyszerre mindkét test szimmetrigja. Nem
ez a helyzet, ha példaul 23 és 58 felezéspontjaira illeszkedé éltengely korul forgatnank
el 180°-kal, mivel ekkor a tetraéder 3 csucsa a 2 pontba kerulne, ami nem tartozik a tet-
raéderhez, ez tehat nem szimmetriaja.

25. Kérdés: Melyek a kocka azon mozgasai, amelyek egyuttal a tetraéderéi is? A ko-
vetkezd szabalyos testbe, a dodekaéderbe mind a négy masik: tetraéder, kocka, oktaeder
és ikozaéder is beirhaté. Konnyen elképzelhetd, hogy 646 szimmetriajanak a tobbievel
egyUtt valé vizsgalata milyen sok tovabbi kerdést vet fol.

Befejezéslul vizsgaljunk meg egy nem szabalyos testet:

26. Kérdés: Hany szimmetridja van egy szabalyos nyolcszdg alapu egyenes hasab-
nak?

Megoldasi javaslatok, valaszok a kerdesekre

3. Iranyitott szakaszok vagy szogek hasznalataval helyzetétdl fuggetlenul barmely P
pontra igazolhaté az allitas.

5. Ekkor ¢=180° és F2 az AA' szakaszra kerul, tehat O annak felezéspontja- kozép-
pontos tukrozeés.

8. Kettd, ha mozgas és 1 vagy 3 ha iranyitasvalto.

9. Szimmetria, de nem mozgas. Tukrozeés az 13 felez6 L-ére. .

14. Acsavarmozgas eltolas részéhez 2, az elforgatashoz szintén 2 kell, tehat legfoljebb
4 tukrozés elég.

20. Az eredmény a K-ra tukrozéssel azonos.

21. Ez is K-ra tukrozés

22. Egybevagosag, mert 485 is eqy lap szége 48513762

igen, mert K-bol nézve a két A iranyitasa egyezd Fi4 és Fg7-re illeszkedd éltengely
koruli forgatas

24. A 18 és 19-beli listak transzformaciodinak végrehajtasaval, az oktaéder ABCDEF
csucsainak permutacidival bizonyithatd.

25. Vessuk egybe a 18 és 23 pont listait, alkalmazzuk a kockaba irt tetraéder abrajara:
ti korul 180°-o0s, tc korul 120°-0s és 240°-0s forgatasok és az azonossag.

26. Az alaplap 28 szimmetriajat ra L tengely koruli forgatassal illetve sikra tukrézéssel
ertelmezve a szimmetridk a hasabéi lesznek. Mindegyikhez tarsithaté egy tikrozés az
alkotok felez6 merdleges sikjara, tehat 6sszesen 2 x 2 x 8 szimmetria van.
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