SZEMLE

Mértan, geo-metria, geometria

A geometridrdl és annak oktatdsarol alkotott véleményemet jol tikrozik azok a
szakdolgozatok, amelyeket a matematikatanar szakosoknak e témaban vezettem
az elmult években.

A moédszertani oktatds soran az els6 kérdéseim kozé tartozik, hogy mivel foglalkozik
a matematika, azaz ,mi az, aminek tudasara szomjazol?” (1) Erre a kérdésre — mind ma-
tematikai, mind didaktikai szempontbél — érdekes és megfontolandé valaszt kaphatunk
Rényi Alfréd Dialégusok a matematikardl cimi irasabol. Mivel a hallgatékat elég nehéz
Jbelelkesiteni” az olvasasba, ezért eleinte az els6 6ran magam olvastam fel a m(ibl sze-
melvényeket, aminek kovetkeztében a kilonb6z6 reakciokra nem tudtam eléggé odafi-
gyelni. Ekkor az egyik hallgatom elvallalta, hogy parbeszédes formaban magnéra mon-
datja a dialogus egy lehetséges valtozatat és festett, illetve animacios diaképeket szer-
keszt hozza. (2) Miutan pedig megfogalmazddik, hogy a matematika nagyrészt a ,sza-
mok és a formak tudomanyanak” tekinthetd, elkezdhetjiik a dolgot pontositani.

A tanitasban a formak globalis felismerése, azonositasa utan kovetkezik:

a) a szamlalas: hany csucsa, éle.. van ennek a poliédernek, poligonnak...?

b) az 6sszehasonlitas — mérés: oldalaik, szogeik egyenlék-e? (egymasra helyezeés, at-
hajtas); hanyszor fér ra? — van-e kozés egység? (gimn.); kolcsonos helyzet: ha oldalait
meghosszabbitom, metszik-e egymast? ("Ugy néz ki, hogy 'késébb' sem metszik egy-
mast...") Az dltalanos iskoldban a didkoknak ,a végtelenbe nyulé egyenes és sik” fogal-
marol alkotott képet nehéz, hosszadalmas munkaval alakitjuk ki.

Meggyézédésem, hogy a gyerekeket mas geometriak alapjaival is meg kell ismertet-
nunk ahhoz, hogy késébb az absztrakci6 még magasabb szintjére, az axiomatizalashoz
is konnyebben el tudjanak jutni. Hangsulyozni szeretném, hogy nem a nem-euklideszi
geometriak tanitasarol van szo, hanem anak érzékeltetésérél, hogy az absztrakcionak
csak egyik lehetséges médja az, ha a  kicsiben” megtapasztalt geometriankat euklideszi
maédon terjesztjuk ki a ,végtelenbe”. Tagabb kornyezetiink, a Fold gomb alakd, amirél a
gyerekek foldrajzéran tanulnak; a Balaton ,sik” vize felett végignézve lathatjak is, hogyan
tinnek fel a hajok. A torténelem soran mar a gorogoknél is felmerilt ez a kérdés, sét
egészen j0 mérési eredményeik is szilettek (Eratoszthenész) a Fold sugaranak megha-
tarozasara. (3) A Balatonon, a tengeren, az 6ceanon mit jelent a két pontot 6sszekoto
egyenes Ut? Majd a rajzgémb készlettel (Lendrt Istvan éltal tervezett atlatszo és feher
gombok, gombi vonalzo, korzé, folia-félgomb-rajzlap) vegzett manipulaciok, feladatok (4)
utan felvethet6 a kérdés: ,Mit érdemes egyenesnek nevezni a gombfellleten érvényes
geometriaban?” (5) S ha eljutottunk annak tudatositasaig, hogy a szemléletes ,egyenes”
szo-(fogalom) nem is olyan ,természetes”; a ra vonatkozé ,nyilvanvald” ismereteink — két
pont egyértelmiien meghataroz egy egyenest; két kiillonb6zé egyenesnek legfeljebb egy
kozos pontja lehet stb. — nem is olyan megingathatatlanok, akkor egy teljesen mesterseé-
ges geometriai modell megismertetése sem olyan bonyolult a gimnaziumi tanuldk sza-
mara. A gombfelulettel valé foglalkozas utan az un. Poincaré-féle ggmbmodell ismerte-
tését tartom célszerlinek. Hangsulyozni szeretném: nem gombi, illetve nem hiperbolikus
geometriat szeretnék tanitani a kozépiskolaban. Csak annak a lélektani kovetelménynek
kellene eleget tenniink a tanitas soran, hogy ne csak valamely fogalom tartalmat, hanem
annak hatarait is mutassuk meg. A sok-sok példabol a fogalom tartalma lesz a k6zos, az
ellenpéldak pedig a fogalom hatéarait adjak meg. (Mi nem az, van nem-olyan is.)

Mig az illeszkedési axiomak megfogalmazasahoz mar a gombi geometria alapjainak
megismerésével eljuthatunk, a mérés és az egybevagosag mibenlétének radobbente-
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sére Poincaré félgombmodelljét tartom megfelelének, ahol a ,sik” pontjai egy nyilt fél-
goémbfelillet pontjai. Mig a gémbnél ilyen kérdés szerepelt: ,Mit érdemes egyenesnek te-
kinteni?” — itt ,6nkényesen” definialjuk: a hatarkor sikjara merdleges sikok altal kimetszett
félkoroket tekintjik egyeneseknek. A tovabblépés: mely szakaszokat érdemes itt egyen-
I6knek nevezni?

Bar a kiilonbozé axiomatikus felépitések egyenranguak, a megalapozasukban eltéré-
sek lehetnek. A szakasz-, illetve szogegyenlGség a gyerekek szdméra az egymasra he-
lyezhetéséget jelenti. Ennek absztraktabb megfogalmazésa az egymésba transzformal-
hatésag, még ,matematikusabban”: egy ekvivalencia relacié |étezésének biztositasa egy
transzforméaciécsoport segitségével. (Azok az egyenlé szakaszok (szogek), amelyeket
ezek a transzformaciok egymasba visznek.) Az egyenléség igy a mozgascsoport inva-
riansa. Lasd F. Klein erlangeni programjat! (6)

Tehat a ,Mit érdemes egyenlének tekinteni?” kérdéskaorrel ravehetjik a gimnazistakat
az eddigi ,mértan” felulvizsgalatara. (7) A gémbi geometridban is helyénvalé az ,egymas-
bamozgathatésag”, de atényleges ,kivitelezés” tovabbi gondolkodasra serkenthet. A sik-
geometridban altalaban észrevételeztettiik a tengelyes tiikrozés generalé szerepét, azaz
hogy a sikmozgasok két tengelyes tiikrozés egymasutanjaval is el6allithatok. A tengelyes
tukrozés megfelelé pontparjait pedig ugy is megkaphatjuk, ha a ,papirsikot” a tengely
mentén athajtjuk, és a fedépontokat atjeléljuk. A gémbi tengelyes tikrozés esetén a ten-
gely” (fékor) mentén a félsikokat” (félgomboket) bar nehézkesen, de egymasra ,hor-
paszthatjuk”, ha a félgombfélia elég rugalmas. Ekkor azonban a hozzarendelésnek egy
kézenfekvébb modja is szembedtlik: a f6kor sikjara merdleges vetitésugarakkal vetitsik
egymasba a félgombok pontjait. (1. dbra)

Ez a fizikai” megfeleltetés atviheté a Poincaré-féle félgombmodellre minden kettosvi-
szony, illetve logaritmus nélkul. Vegylink szemugyre egy ,egyenest” (az alapkor sikjara
merdleges félkont, lasd: (2. abra)

Lasd még a Kalamar Gabor munkajaban lathaté fényképsorozatot. (8)

Ha ta gomb fékore, akkor a t mentén a gombat érinté henger alkotéival parhuzamos
sugarakkal (v), kilonben pedig a t mentén érint6 kip cslcsabdl (V) indulé sugarakkal
vetitsiik egymasba a ,sik” (nyilt) félgomb pontjait. Az igy nyert pont-pont megfeleltetés
tulajdonsagai valéban a tengelyes tukrozés tulajdonsagaival azonosithaték:

1. dbra
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2. abra

a) tpontjait pontonként 6nmagahoz rendeltik — ,tengely”;

b) a t altal hatéarolt ,félsikokat” felcseréli involutiv médon, azaz ha a P pont képe P
akkor P-héz P-t rendeli;

c) a vetitésugarakra illeszkedd, az alapsikra meréleges sikok olyan ,egyeneseket”
metszenek ki a félgémbbél, amelyek 6nmagukra képzédnek le, azaz létezik a ttengelytd|
kulénb6zé (ra merdleges) egyenessereg, amely invarians: PP’ egyenes képe bnmaga.

igy egy magatél értetéds leképezést mutathatunk be a modellen. Az ezek egymas-
utanjaval felépitett transzformaciok halmazarél lathatjuk, hogy az az egybevagésagok-
nak felel meg. Ezént, ha a szemmel lathatéan kiilonb6zé hosszusagu koriveket ("szaka-
szokat") egymasba vetithetjik, akkor azokat egyenl6knek erdemes tekinteni.

Tehat a hiperbolikus sik egy lehetséges matematikai modellje a szemléltet6, modellez6
geometria szintjén is megismerhetd, és ezzel az euklideszi geometria egyre absztrak-
tabb fogalmai munkalhatok ki. Es forditva: ne tekintsiik csupan jatéknak, ,lenézett manipu-
laciénak” azt, ha a kisiskolasok két pont, illetve két egypontbdl kiindulé félegyenes szimmet-
riatengelyének meghatarozasat a papir athajtasaval végzik el. Az egymasrahelyezes, athaj-
tas a kés6bbi absztrakcio egy lehetséges lépcséfoka, hiszen a geometriaban az axiomak a
merev test mozgasanak leglényegesebb tulajdonsagait fogalmazzak meg. (9)
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