SZEMLE

A haromszo6g oldalainak
egy transzformaciojarol

Gondolom, sokan elhiszik, hogy egy-egy feladat megolddsat megkonnyiti, ha egyetlen
fogdssal régton az elején kezelhetébb problémaét csinalunk beldle. Nem drt ismermtink
ilyen fogdsokat, melyek segitségtinkre lehetnének ilyen esetben, ha pedig valamelyi-
ket tobb feladatndl is hasznalni tudjuk, Polya Gyorgy nyoman modszemek nevezhet-
juk azt. A kovetkezd ismert egyszeru fogdssal szamos olyan egyenldtlenséget
mddszeresen legyengithettink, amelyekben egy haromszog oldalai szerepelnek.

Legyenek egy haromszég oldalai a, b, és c. Ekkor tekintsik a haromszogbe irt kor ol-
dalakkal valé érintési pontjait. Ezek olyan szakaszokra osztjak a haromszog oldalait, hogy

a=x+Yy,b=y+2z c=x+2

(Hiszen mint tudjuk,
egy korhoz kulsé
pontbdl huzott érinto-
szakaszok egyenld-
ek.) A haromszog ol-
dalainak ezen transz-
formaciojat alkalmaz-
zuk a kovetkezd pél-

dakban.
1. példa
Legyen egy haromszaog félkerilete s, oldalai a, b és c. Igazoljuk, hogy
8(s—a)(s—b)(s—c)<abc (1)
Megoldas:
Legyen

a=X+y,b=y+zc=x+2
ahol x,y és z az el6bb emlitett pozitiv szamok. Ekkor
S=X+Yy+2
gy
BX+Y+Z=X-Y)X+y+Z-y—2Z)X+y+Z—-X—-y)<(X+Y)(y+2)(x+2)
Vagyis
8xyz < (X +y)(y + 2)(X + 2),

ami egy jc’gl ismert egyenl6tienség. Az els6 osztalyos gimnaziumi anyagban is alkal-
mazni sz_o!«ak. Az egyenldtienséget konnyen igazolhatjuk, ha haromszor alkalmazzuk a
szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétienséget.

Xy sx—zx, \'ﬁsx—;—z, Vx-z sX;ZA

_ Ezeket 0sszeszorozva, majd rendezve megkapjuk a kivant agyenlGtlenséget. Egyen-
I6ség akkor és csak akkor, hax =y =z vagyishaa=b=c.
2. példa
Igazoljuk, hogy
Vs<Vs-a+Vs-b+Vs—c<V3-s
(Ahol s a haromszég félkeriilete; a, b, ¢ a haromszég oldalai.) [1]
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Megoldas:

Alkalmazzuk a haromszdg oldalainak elébb leirt transzforméacidjat. A kovetkez6 ered-
ményt kapjuk:

VX+y+z<Vz+Vx +Vy <V3 (x+y+2),
El6szor a bal oldalt igazoljuk négyzetre emeléssel:
X+y+2<z+X+y+2Wxy+2Vx -z +2Vy-z .

Ami nyilvan igaz, mert a négyzetgyokos kifejezések pozitivak. Nézzik most a jobb ol-

dali egyenlétlenség igazolasat!
Z+X+Y+2V -y +2Vx -z +2Vy -2 <3(x+y+2)
2V -y +2Vx -z + 2Vy -z < 2x + 2y + 2z

Alkalmazzuk haromszor a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlétienséget, ugyan-
ugy, mint [1]-nal. Ezeket 6sszeadva és rendezve épp a kivant egyenl6tlenséget kapjuk.
EgyenlGség akkor, hax =y = z, tehdt a = b = c esetén.

3. példa

Legyen s egy haromszaog félkeriilete, a, b és ¢ a haromszog oldalai. Igazoljuk, hogy

1 1 1 9
s—a+s—b+s—czs' 0
Megoldas:
Szokasunknak megfeleléen legyena=x+y, b=y +2z c=x+2z.
Ekkor
1 1 1 = 9

x+y+z-x—y+x+y+z—y-z+x+y+z—x—z_x+y+z
Vagyis

1 1 1 9
St D
X Yy Z X+y+z
ebbd
X+ty+2z 3
3 Al i
o
X EyitetZ

Ez pedig éppen a szamtani és a harmonikus kozép kozotti egyenlétlenseég x, y és z-re.
Itt egyenléség akkor és csak akkor van, ha x =y = z, vagyis a = b = ¢ esetén.

4. példa

Igazoljuk, hogy ha a, b és ¢ egy haromszog oldalai, akkor

1 ab+bc+ca 1
—c "<

4 (@+b+c? 3’
(XVII. Ossz-orosz matematikai olimpia, 1990/91. Mat. v Skole 91/2. 41. oldal)
Megoldas:
Az ismerta=x+Y, b=y +2 c=Xx+z transzformaciét végrehajtva:

1. X+Y)(Y+2)+ (Y +2)(X+2) + (X +2)(x+Yy) 1
4 @x+y+2)° -3
Elészor a bal oldalt igazoljuk.
U
4
Elvégezve a miveleteket, rendezve a kovetkezé eredményt kapjuk: 0 < Xy + Yz + Xz.
Ez pedig nyilvan teljesul, hiszen x,y és z pozitiv.

4-(x2+y2+22+2xy+2yz+2xz)<(x+y)(y+z)+(y+z)(x+z)+(x+z)(x+y).

Az egyenlétlenség bal oldalat tehat igazoltuk. Az is lathato, hogy az % értéket soha

nem érheti el az eredeti tort.
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Nézziik most a jobb oldali egyenlétlenséget:
(x+y)(y+z)+(y+z)(x+z)+(x+z)(x+y)s1544-(x+y+z)2

Elvégezve a miveleteket és rendezve az alabbi eredményt kapjuk:
osx2+y2+22—xy—yx—xz.
Ami ismert egyenlétlenség, s példaul 2-vel megszorozva a kévetkezé alakra hozzuk:
0 < 232 + 2y? + 22° - 2xy — 2yz — 2x2,
ez pedig nem mas, mint
0<(x-y)P2+(y-2°+(x-2>
Ez nyilvan teljes(l, ebbél kovetkezik, hogy az eredeti egyenlétienség jobb oldala is te-
jestil. Egyenl8ség pontosan akkor, ha x =y = z, tehat a = b = c esetén.
5. példa
Egy haromszog oldalai a, b, c hosszusaguak. Bizonyitsuk be, hogy
I(a=b)(b—-c)l +I(b-c)(c—a)l +I(c—-a)(a-Db)l < s, (2)
ahol s a haromszog keriletének fele.
Megoldas:
Legyen az el6z6ekhez hasonléana=x+y,b=y+2z,c=X+2.
Nyilvan feltehetjiik, hogy x >y > z. Ekkor a — b nem negativ, migb —c és c —a nem
pozitiv. Igy
Ix=2)y=2)l+Ily=x)z-y) +1z-y)(x-2) < (X +y + 2)2.
Ebbdl az el6z6 megallapitasunkat felhasznalva:
(X=2)(x=y)+ (x=y)y=2) + (y = 2)(x=2) < (x +y + 2)°.
Elvégezve a miveleteket és rendezve, a kovetkezdket kapjuk:
0<2y2+xy+yz+5xz.
Ez pedig minden pozitiv x, y, z-re teljesuil.
Az is latszik beldle, hogy az eredeti feladatban egyenléség nem alihat fenn. Erre mas mo-
don Pintér Lajos tanar ur mutatott ra az irodalomjegyzékiinkben feltiinetett mivében (2).
6. példa
Jeldlje a, b, ¢ egy haromszog oldalainak hosszat! Bizonyitsuk be, hogy
azb(a—-b)+bzc(b—c)+c2a(c—a)20.
(XXIV. Nemzetkozi Matematikai Didkolimpia, 1983.) (3)

Megoldas:
Alkalmazzuk aza=x+y, b=y + z, ¢ = x + z transzforméciét!

(v +2)% (2 +X)(y = X) + (Z + X)X+ y)Z=y) + (x + y)°(x + 2)(x - 2) > 0.
Ebbdl a kovetkezdoket kaphatjuk:
(xy3+y23+zx3) (x+y+2) >xyz(x+y+z)2 (2)

Most  pedig alkalmazzuk a Cauchy- Bunyakovszkt/ -Schwarz-féle egyenlétienséget az
=yVx-y, a,=zVy -z, a,=xvz-x, =Vx, b,=+y szamokra!

(a% + a3 + a3) - (bT + b3 + bd) > (a1by + azbp + c12)2

Elvégezve a behelyettesitéseket és rendezve éppen [2]-t kapjuk.
Egyenléség akkor és csak akkor, ha

=}n.'b1, az=)\-b2. a3=k-b3.
Tehat

yvx-y zVy-z _xVz-x
vz Nz AWy
ebbdl pedig konnyen kovetkezik, hogy x = y = z, azaz a = b = c. Egyenl8ség tehat pon-
tosan a szabalyos haromszog esetén teljesul.
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E feladatot azok a tanul6k is megoldhatjak, akik kevésbé képzettek, mint hogy a fel-
hasznalt nevezetes egyenl6tlenséget ismerjék. A megoldas befejezésének mas modja
is van, Indu&iunk béi az el6z6

(Xy” +yx™ + 2X)(X + Y +2) 2 XyZ(X + Y + z)z-bél, eg.t eg/szerﬁsgve xysé— yx3 +2X° >
xyz(x + Yy + z), majd nulléra rendezve xy~ + yz° + 2x° = X° yz — xy°z — xyz* 2. 0.

A tanuldk vagy rajonnek a kovetkezé atalakitasra, vagy nem. Az utdbbi esetben a ta-
narra var a feladat, hogy rdvezesse a tanuldkat arra, hogy az el6z6 egyenlétienség to-
vabbi alakja éppen: » 3

xy(y —2)° +yz(z —X)° +xz(x —y)“ 2 0. Ez pozitiv x,y,z-re mindig teljesil. Egyenléség
akkor és csak akkor, ha x = y = z, ebbdl a = b = ¢ kdvetkezik, tehat pontosan szabalyos
haromszog esetén all fenn egyenléség az eredeti egyenlétlenségben.

A haromszog oldalainak e transzforméciéjat egy sor tovabbi hasonlo feladat megolda-
saban alkalmazhatjuk sikerrel. Természetesen az el6z6ekben emlitett példak és a kovet-
kezd feladatok mas mddokon is megoldhatdk.

Feladatok

1. Legyenek a, b és c egy haromszdg oldalai. Igazoljuk, hogy

(a+b-c)(b+c—-a)c+a-b)< abc. (4)
2. Jeldlje a, b és c egy haromszog oldalainak hosszat. Bizonyitsuk be, hogy
1_a+b’+c® 1
3 (@+b+cP 2

(Magyar felvételi feladat, 1991)

3. Jelentse a, b, ¢ egy haromszog oldalainak hosszat. Bizonyitsuk be, hogy

a’b+c-a)+b’(c+a-b)+c’(a+b-c)<3abc.
VI. Nemzetkozi Matematikai Olimpia, 1964. Pl. Molnar Emil: Matematikai versenyfela-
datok gyijteménye 1947-1970. 2. atdolgozott kiadas. Tankonyvkiadé, Bp., 1980. 171. fel-
adat)
4. Igazoljuk, hogy ha a, b, c egy haromszog oldalai és s a féelkerulete, akkor
A,y DoC Co8 e
s-c s-a s-b

(KOMAL 88/8-9., F 2683)

5. Legyenek a, b, c egy haromszog oldalai. Igazoljuk, hogy

(KVANT 88/10. M1107, ill. (4))
6. Jelentse a, b és ¢ egy haromszdg oldalainak hosszat. Bizonyitsuk be, hogy fennall
a kovetkez6 egyenlétienseg:
3

a(b - )2+ b(c —a)? + c(a—b)% + 4abc > a> + b° + ¢°.
Kiirschak Jozsef: Matematikai Tanuléverseny, 1972. Surdnyi Janos: Matematikai ver-
senytételek. |Il. rész. Tankonyvkiadd, Bp., 1992.)
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