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A rekurziv algoritmusok tanitasarol

A rekurziv algoritmusok fontos eszkézei a szamitogépek programozadsanak. A
mai programozdsi nyelvek és a mai hardver lehetéségek megszuntették a
rekurziv hivdsok hatranyait, ezért hasznalatuk nagyon megkdnnyiti a progra-
mozo munkajat.

Rekurziv 6sszefliggésekkel a matematikaban gyakran talalkozunk. Egyszer( példa er-
re a Fibonacci-sorozat meghatarozasa:

E =0 ISP = F oy EYhas>nil"

Konnyd belétni, hogy a sorozat elsé tagjai: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 stb. Az F,
értékére a kovetkezd képlet adodik:

"=%54<b"—d>"), ahol (I):‘L;é és 6:%

Nyilvanvalé, hogy a sorozatot gy is meghatarozhatnank, hogy megadjuk a fenti kep-
letet az F, kiszamitasara. A rekurziv definicié azonban sokkal egyszeribb. Van tehat er-
telme annak, hogy rekurziv definiciokat, rekurziv kepleteket adjunk meg.

Hasonlé a helyzet a programozasi nyelvekben is. Ha olyan eljarast vagy fuggvenyt
irunk, amely — valamilyen médon — 6nmagat hivja, akkor rekurziv hivasrol beszélunk. Itt
azonban bonyolultabb a helyzet, mivel vannak olyan programozasi nyelvek, amelyek
nem engedik meg a rekurziv hivast. Ekkor feltétlenil mas megoldast kell valasztanunk.
De ha a hasznalt nyelv meg is engedi a rekurziv hivast, akkor is felvetédik a kérdes, ér-
demes-e hasznalni, mivel a tarigény sokkal nagyobb, és a futasi id6 is megnéhet.

A rekurzié tanitasat nem érdemes nagyon egyszer( feladatokkal kezdeni, mert akkor
nem latszik a rekurzié fontossaga, hasznossaga. Olyan feladatot kell valasztani, amely-
nek nem rekurziv megoldasa nem nyilvanvald. Példaul nem érdemes a faktoridlis kisza-
mitasra rekurziv hivast alkalmazni, hiszen nyilvanvalé, hogy kénnyen kiszamithat6 az
els6 n szam 0sszeszorzasaval, egy egyszerd ciklusban (kilonben a faktorialis definicioja
is ezt sugallja). Mégis sok programozasi konyvben ezzel illusztraljak a rekurziv hivast!

Jo feladatnak tartom a rekurziv hivasra a Hanoi tornyai néven ismert feladatot. Hanoi
egyik temploma el6tt harom oszlop taldlhatoé: egy arany, egy ezust és egy réz oszlop. Az
arany oszlopon szaz darab konnyu korong van, nagysag szerint csokkend sorrendben.
Az egyik szerzetes azt a feladatot kapja, hogy helyezze at a korongokat az arany osz-
loprol a réz oszlopra Ugy, hogy barmelyik oszlopot hasznalhatja, de sohasem tehet na-
gyobb korongot kisebbre.

A szerzetes Ugy gondolkodik, hogy ha a legokosabb tanitvanyat megkeéri, hogy 99 ko-
rongot helyezzen at az ezist oszlopra, akkor 6 majd athelyezi az utolsét az arany osz-
loprol a réz oszlopra, majd ismét megkéri a tanitvanyt, hogy most pedig helyezze at a 99
korongot az ezust oszloprdl a réz oszlopra. Ezzel a feladatot megoldotta. A legokosabb
tanitvany hasonlé médon jar el az 6 legokosabb tanitvanyavai, akivel athelyeztet 98 ko-
rongot és igy tovabb. A megoldast a kovetkezéképpen irhatjuk le:

ELJARAS Hanoi (n, A, E, R)

Ha n > 0 akkor Hanoi (n-1, A, R, E)
Helyezd at: A —> R
Hanoi (n-1, E, A, R)

(Ha) vége

ELJARAS VEGE.
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Az eljaras definiciés soraban n a korongok szamat jelenti, A, E, R az arany, ezUst, illetve
réz oszlopot. A Hanoi (n, A, E, R) jelentése: n korongot athelyez A-rél E segitségével
R-re.

A fenti megoldas azonnal adddik az ismertetett médszerb6l. Nagyon egyszerd,
konnyen megérthetd, és nem nyilvanvalé, hogy masképp, nem rekurziv hivassal hogyan
kellene megoldani. lllusztralni lehet — adott n esetén — az eljarashivasokat. Példaul, ha
n = 3, akkor eredeti feladatunk:

Hanoi (3, A, E, R).

A fenti eljaras alapjan ezt helyettesiteni lehet a kovetkezével:

Hanoi (2, A, R, E)

A—>R

Hanoi (2, E, A, R).

Ugyancsak a fenti eljaras alapjan Hanoi (2, A, R, E) helyettesitheté a kovetkezével:

Hanoi (1, A, E, R)

A—>R

Hanoi (1, R, A, E).

Hasonloképpen Hanoi (2, E, A, R) helyettesithet6:

Hanoi (1, E, R, A)

E—->R

Hanoi (1, A, E, R).

Mivel pl. Hanoi (1, A, E, R) egyenértéki az A —> R athelyezéssel, behelyettesitve a
fenti eljarashivasokat az eredetibe, a kovetkezé athelyezéseket kapjuk:

A-—>R, A—E R-—>E

A—R

E->A E->R, A->R

Az athelyezések szama 7, altalanos esetben 2"-1. Ez utébbit kénny( igazolni a kovet-
kez6 rekurziv 6sszefluiggés alapjan:

H(n) = 2H(n-1), han > 1

H@)=1.

[H(n) az athelyezések szama n korong esetében.]

A feladat konnyen programozhato, példaul Turbo Pascalban:

program Hanoi tornyai;

var n:integer;

procedure Hanoi (n:integer; a, b, c:char); (a —>c, b segitségével}

begin
if n > 0 then
begin
Hanoi (n-1, a, ¢, b);
write (a, '=>',¢c,' ),
Hanoi (n-1, b, a, ¢);
end;
end; {Hanoi)
BEGIN

write (‘Korongok szama: '); readin(n);
Hanoi (n, 'A", 'B', 'C));
readin;

END.

Természetesen érdekesebb bemutatni a feladatot grafikusan, amikor a lépéseket el is
végezzik, megfeleléen mozgatva a képernydn a korongokat. Ez aprogram azonban sok-
kal hosszabb és bonyolultabb, ezért nem térink ki ra.

Masik érdekes feladat, amelyiket szintén érdemes bemutatni, az m elem 6sszes per-
szetesen egyetlenegy permutacio lehetséges. Két elem permutéacisit ugy kaphatjuk meg,
hogy a masodik elemet az elsé elé, majd utana helyezziik. igy megkapjuk az osszes ke-
telem( permutaciét. Harom elem esetében, mindegyik kételem( permutaciobdl ugy ka-
punk harom-harom haromelemdit, hogy a harmadik elemet az elsé elé, az els6 és a ma-
sodik k6zé, majd a masodik utan helyezzik. Igy példaul az ab permutaciébdl a cab, acb,
abc permutaciok nyerhetok.

Altaldban, ha van egy n-1 elemi permutacionk, akkor az n-dik elemet sorra az els6
elé, az els6é és masodik kozé, a masodik és harmadik kozé stb. helyezziik, s igy n ujabb
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n elemii permutéciét kapunk. A kovetkezé eljaras egy a,, a,,..., a,., permutaciobdl indul,
és megadja az 6sszes n elem( permutéciét, majd mindegyiket tovébb folytatja, ameddig
megkapja az 6sszes m elem( permutéciot (elemekként a természetes szdmokat hasz-
naljuk):
ELJARAS perm (n,a)
Ha n < m akkor
Minden i = 1, 2,....n értékre
bk: = ax minden k = 1,2,...,i-1 értékre
bi=n
bk: = ak-1 minden k = i+1, i+2,...,n értékre perm (n+1, b)
(Minden)vége
(Ha) vége
ELJARAS VEGE.
A kévetkezé program egy a tdmbben megérzi az 4bécé elsé m nagybetdjét, forditott sorrend-
ben (hogy az elsé permutacié pl. ABCD, és ne DCBA legyen).
program permutalas; {m elem permutécicja}
uses Crt;
type sor = array [1...20] of char;
var m, i: integer; {m globalis valtozo}
asor;
procedure perm(n:integer; b:sor);
var ki: integer;

c:sor;
begin {perm}
if ne<=m then
begin
fori:=1tondo
begin
fork: =1 to i-1 do c[k]: = b [k];
c [i]: = a [n]; {n-dik nagybeti}
for k: = i+1 to n do c[k]: = b[k-1];
perm(n+1,c);
end,;
end
else
begin
for k: = 1 to m do write (b[k]);
writeln;
end;
end; {perm}
BEGIN
ClrScr;

writeln (‘Permutal m elemet’);
repeat write ('m='); readin(m) until min [1...20];
writeln;
for i:=m downto 1 do a [m-i+1]:=Chr(64+i); {az abc nagybetdi}
perm (2,a);
repeat until KeyPressed;
END.
Ha m = 3 akkor a hivasok a kovetkezéképpen alakulnak:
perm(2,a): BC perm(3,b): ABC

BAC

BCA
CB perm(3,b): ACB
CAB
CBA.

A masodik példaban egyszeri rekurziv hivas szerepelt, amikor az eljaras (vagy mas
esetben fuggveny) dnmagat hivja egyetienegy helyen. A Hanoi tornyai elnevezési fel-
adatban a Hanoi eljaras kétszer hivta 6nmagat. Vannak olyan esetek is, amikor egy el-
jaras (vagy fliggvény) tobb helyen hivja 6nmagat, esetleg mas eljarasokon (vagy figg-
vényeken) keresztul.

Nézziink meg néhany példat!
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A gyorsrendezés (angolul quicksort) néven ismert algoritmus ugy rendez egy adott so-
rozatot (pl. névekvé sorrendbe), hogy elészor kettéosztja a sorozatot Ugy, hogy az elsé
részsorozat barmelyik eleme kisebb (esetleg egyenld), mint a masodik részsorozat bar-
melyik eleme. Ezutan ezt ismétli mindegyik részsorozatra, mignem egyelemu sorozatok-
hoz jut. Az aldbbi leirasban X a rendezendé sorozat (melynek elemei x,, X,,...X,), b és |
a rendezendd részsorozat kezdd, illetve végsé elemének indexe. Az eljaras tehat az x,,
Xo,1,--1%; F€SZSOrozatot rendezi. Az OSZT nevd eljarés kettéosztja a részsorozatot, k a
vélasztéelemnek az indexe, atéle balra levé elemek mind kisebbek néla, mig atéle jobbra
levék mind nagyobbak. Ez az elem tehat mar a helyén van, eljarasunkat ujra hivjuk az
Xoy--1 Xkt €8 Xyq,..,X; r€sZsorozatokra.

ELJARAS GYORS (x, b, );
Ha b < j akkor
OSZT (x, b, j, k);
GYORS (x, b, k-1);
GYORS (x, k+1, j);
(Ha) vége
ELJARAS VEGE.
A teljes program Turbo Pascalban a kovetkezo:
program rendez;
const m = 50;
type sorozat = array [1...m] of integer;
varn,i: integer;
X : sorozat;
Procedure GYORS (var x:sorozat; b j:integer);
Vark : integer;
Procedure OSZT (var x:sorozat; b,) : integer; var k : integer);
Vary :integer;
begin (OSZT})
y:=x[b];k:=b;
While b<j do begin
While (y = x[j] and (b<j)doj:=j-1;
x[K] : =x[j); k:=j;if b<j then b : = b+1;
While (x[b] <=y) and (b) do b : = b+1;
x[k] : = x[b]; k : = b; if b<j then j : = j-1;
end {while};
x[k] :=y;
end; {OSZT)
begin (GYORS}
if b <] then begin
OSZT (x, b, j, k);
GYORS (x, b, k-1);
GYORS (x, k+1, j);
end {if}
end {GYORS}
BEGIN
writeln('Sorozat rendezése novekvd sorrendbe’);
repeat write ('n="); readin (n) until n in [1..m};
fori:=1tondo
begin write ('x(', i, ')="); readIn (x[i]) end:
writeln (‘Eredeti sorozat:');
fori:=1to ndo wrte (x[i], ''):
writeln;
GYORS (x, 1, n);
writeln (‘Rendezett sorozat:');
fori:= 1 to ndo wrte (x[i], '");
READLN;
END.

Rekurzié segitségével nagyon konnyen rajzolhatok un. fraktalok. Vizsgaljuk meg, ho-
gyan rajzolhatnank le az dbran lathaté S,, S,, S, gorbéket! Hogyan altalanosithatjuk tet-
széleges n-re? (Ezek egy adott fraktal kilonbozé szintjei.)
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Sq S2 S3

Lathaté, hogy S, az S, gorbébdl, és annak elforgatasabél konnyen elGallithaté. Ha A-val
jeloljuk azt az eljarast, amelyik S,-et rajzolja le balrdl jobbra haladva, B-vel azt, amelyik
a 90-kal elforgatott S,-et, C-vel, illetve D-vel a 180°-kal, illetve 270°-kal elforgatott S-et
lerajzolét, akkor feladatunkat konnyen leirhatjuk, figyelembe véve, hogy egy adott szint
miként hivja az elébbi szint eljarasait.

A(n) : A(n-1), B(n-1), = D(n-1), A(n-1)

B(n) : B(n-1), C(n-1), T A(n-1), B(n-1)

C(n) : C(n-1), D(n-1), « B(n-1), C(n-1)

D(n) : D(n-1), A(n-1), 4 C(n-1), D(n-1),

ahol a nyilak egy-egy, az adott irannyal megrajzolt, 6sszekotd szakaszt jelolnek. A Pas-
cal-program a kovetkezé:

program rajz;

uses Graph;

varn, i, h, x, y: integer;

Gd, Gm : integer;

procedure B(i : integer); forward;

procedure Cf(i : integer); forward;

procedure D(i : integer); forward;

procedure A(i : integer);

begin

ifi >0 then

begin A(i-1);
B(i-1); LineRel (h,0);
D(i-1);
Ai-1);

end

end; (A)

procedure B;

begin

ifi >0 then

begin B(i-1);
C(i-1); LineRel (0,-h);
Ali-1);
B(i-1);

end

end, (B}

procedure C;

begin

ifi >0 then
begin  C(i-1);
D(i-1);
B(i-1);
C(i-1);
end

end; (C)

procedure D;

begin

ifi >0 then
begin D(i-1);
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A(i-1); LineRel (0,h);
C(i-1);
D(i-1);
end
end; (D}
BEGIN
repeat
write ('n="); readIn (n) (n a szintszam)
until nin [1...9];
Gd:=Detect; InitGraph (Gd, Gm, 'c:\tp\bgi');
h:= GetMaxY; for i:=1 to n-1 do h:=h div 2;
X:=1;
fori:=1to n-1 do x:=2"x;
x:= GetmaxX div 2 — (x-1)*h-h div 2;
y:= GetmaxY — 20;
MoveTo (x,y); {X, y a kezdépont koordinatai}
A(n);
readin;
CloseGraph;
END.

Wirth kényvében még szamos ehhez hasonlé fraktal leirasa megtalalhaté.

Ezek a rajzok nagyon konnyen elkészithetk LOGO-ban is, nem egyszer sokkal egy-
szerlbb leirassal. Itt jegyezzik meg, hogy a rekurzié fogalmanak kialakitadsaban a LOGO
rendkivil elényos.

A rekurzié targyalasakor mindenképpen meg kell emliteni a visszalépéses (backtra-
cking) algoritmust a feladatok megoldasara. Ennek lényege, hogy a feladatot prébalko-
zassal oldja meg, sorra megvizsgalva a lehetéségeket, amennyiben zsakutcaba jut, vis-
szalép addig a pontig, ahonnan Ujabb lehetéség valaszthaté. llyen feladat példéul l6ug-
rassal bejarni a sakktablat, hogy minden mez6t csak egyszer érintsiink, vagy elhelyezni
a sakktablan nyolc kirdlynét ugy, ne tssék egymast stb. Mindkét ajanlott konyvinkben
erre is tobb példa talalhato.

Nem érdemes rekurziv algoritmust hasznalni akkor, amikor a feladat egyszeriien meg-
oldhaté iteraciéval. Vannak esetek, amikor pedig nem szabad rekurzivan megoldani egy
feladatot, akkor sem, ha az torténetesen rekurzivan van megadva. J6 példa erre a Fibo-
nacci-sorozat. Ha egyszerien alkalmazzuk a rekurziv képletet, bizonyos Fibonacci-sza-
mokat tébbszor is ki fogunk szamitani, pedig ez folosleges. A feladat kénnyen &tirhaté
nem rekurziv alakra. Kezdetben beallitjuk a P:=0 és R:=1 értékeket, majd az S := P+R,
P :=R, R :=S ismétlésével tetszéleges Fibonacci-szam kiszamithato.
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