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TAKACS VIOLA

Amikor a tanar dolgozatot irat, a javitds utan még sokat kell szamolnia, statiszti-
kékat, osztalyatlagot készitenie. Igy azutdn a tanuldk tuddsdnak — dolgo-
zatiratassal torteéné — felmérése utan, a tovabbi tanitas soran €ppen ezek az
adatok hemzsegnek a fejeben, ahelyett, hogy osztalydnak tuddsstrukturdja, a ,Ki
mit tud?” halozata allana elétte. irdsunk ennek a szerkezetnek, strukturanak egy
lehetséges abrazolasmodjat ismerteti.

Dolgok és tulajdonsagok

Felmérd dolgozat iratasakor — realtargyak esetében kilonsen —tébb megoldando fel-
adatot adunk fel. Altalaban egy tanulé tobb feladatot is megold, és egy feladat megoldasa
tobb tanulé dolgozataban is szerepel. Ezaltal olyan bonyolult 6sszefliggésrendszer ke-
letkezik a tanuldk és feladatok kozott, amelyet a matematikaban tobb-tobbértelmi 6sz-
szefliggésnek mondanak. Ezt fogjuk visszavezetni a tanulok egy része és a feladatok
eqgy része kozti egy-egyértelmi kapcsolatra. Vagyis hogy a tanulék egy részhalmaza a
feladatok egy részhalmazanak mindegyikét megoldotta.

Példaképpen tekintsiink nehany élélényt, és ezeknek néhany tulajdonsagat. A pioca,
keszeg, béka, kutya, hinar, nad, bab és kukorica kovetkezé tulajdonsagait vesszuk te-
kintetbe: életéhez viz sziikséges, vizben él, szarazfoldon él, fotoszintetizal, kétszikd, egy-
szik(, helyvaltoztatd mozgast végez, végtagja van és utédait szoptatja. Ezek olyan tulaj-
donsagok, amelyek a szoban forgé élélénynek vagy megvannak, vagy nem. Azaz, ha
meglétikre kérdezlnk, akkor egyértelmien igen vagy nem lehet a valasz.

Természetes modon merul fel a kérdés, hogy melyek két él6lény — mondjuk a pioca
és a keszeg — kozos tulajdonsagai. Azt talaljuk, hogy mindketté esetén életéhez viz szik-
séges, vizben él és helyvaltoztaté mozgast végez. Ugyanis a kivalasztott kis rend-
szerlinkben mozgunk, azaz csak a tekintetbe vett élélények feldl dontunk, és ezeknek
csak a tekintetbe vett tulajdonsagait vizsgaljuk.

Ha most megtalaltuk két élélény kozos tulajdonsagait, akkor kérdezhetjuk, hogy van-e
még mas olyan élélény, amelyik ugyanezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik. Azt talal-
juk, hogy igen, mégpedig a béka. Tobb azonban nincs. Ezzel az él6lények egy részhal-
maza — a pioca, keszeg és béka —, valamint a tulajdonsagok egy részhalmaza — marmint
az életéhez viz szlkséges, vizben él és helyvaltoztato mozgast végez — kozotti egy-
egyértelmi kapcsolatot talaltuk meg, azaz a fentiek kozil mindegyik élélénynek megvan
minden tulajdonsaga. Esetleg mas tulajdonsaggal is rendelkezik némelyikik, de a folso-
roltakkal mindenesetre. Ezeket a részhalmazokat zartnak mondjuk. Az élélények koziil a
piocabdl, keszegbdl és békabdl allé részhalmaz zart, abban az értelemben, hogy a sza-
muk nem bévithetd, kozos tulajdonsagaik szamanak csokkenése nélkil. Az életéhez viz
szukséges, vizben él, és helyvaltoztaté mozgast végez tulajdonsagharmas is zar rész-
halmaz, persze a tulajdonsagok egy zart részhalmaza, abban az értelemben, hogy nem
novelheté a tulajdonsagok szama anélkul, hogy az ezen tulajdonsagokkal rendelkezd
eldlények (dolgok) szama ne csokkenne.

A dolgok és tulajdonsagok kozti teljes viszonyrendszert akkor lathatjuk at teljesen, ha
minden zart részhalmaz-parnt megkeresunk. Vagyis ismerjik az 6sszes olyan él6lény (do-
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log) részhalmazt, amely bizonyos legnagyobb kézos tulajdonsag részhalmaz minden ele-
mével mindenesetre rendelkezik.

Galois algoritmus

Az Osszes zart részhalmaz-par megkeresésére matematikai eljaras szolgal, az ugy-
nevezett Galois algoritmus. Ezt elvégezve, meglep6 eredményre jutunk. Mivel kilenc tu-
lajdonsagot tekintettlink, az elvben lehetséges csoportok szama ketté a kilencediken,
azaz oOtszaztizenkettd lenne. Ehhez képest csekély szamu, tizennyolc zart részhalmaz
adddott.

Az eddig mondottak megértését, megjegyzését segiti, ha attekinthetd formaban latjuk.
Erre szolgal az ugynevezett relaciétablazat. Ennek soraiban az él6lények, oszlopaiban
a tulajdonsagok szerepelnek. Egy-egy sor és oszlop metszésében &llé négyzetbe ke-
resztet tettlink, ha az illet6 él6lény rendelkezik az illeté tulajdonsaggal, kilonben semmit.
(Vagy egyet, illetve nullat.) Az élélényeket (dolgokat) egytdl nyolcig meg is szamoztuk,
ugyanigy a tulajdonsagokat egytdl kilencig. Elsé abrank a relaciétablazatot mutatja.
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1 Pidca + + +
2 Keszeg + + +
3 Béka + + +
4 Kutya + + + + +
5 Hinar + +
6 Nad + + +
7 Bab + + + +
8 Kukorica + + + +
1. abra

Az itt nem részletezett matematikai eljaras segitségével talalt zart részhalmaz parok
listajaban ugyanezek a szamjelélések vannak, s a konnyebb megjegyezhetéség végett
mindentt megkilénboztetjilk a dolgokat a tulajdonsagoktél, ugy, hogy az elébbieket
szogletes, az utdbbiakat kapcsos zaréjelbe tesszik. Ennek alapjan az 6sszes zart rész-
halmaz par a kovetkezd.
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DOLGOK TULAJDONSAGOK DOLGOK TULAJDONSAGOK
56,78 1,4 346,78 153
12,356 1,2 12,3456,78 1

Ezt a listat az élélények (dolgok) szerint rendeztik el. Sorszamuk novekvd rendjét ko-
vettik a leirasban. Dontésiink teljesen onkényes volt, ugyanigy készulhetett volna felso-
rolasunk a tulajdonsagok szerint rendezve, akkor a tulajdonségok sorszamanak novekvo
rendjét kovettik volna.

Galois-graf

Célunk az, hogy ne attekinthetetlen és megjegyezhetetlen lista legyen eléttink, hanem
minél tobbet mondé rajz. Ezért a kapott adatokbdl egy grafot fogunk megrajzolni. A graf
— altalaban — pontokbdl (szogpontokbol) és ezeket 6sszekotd egyenesszakaszokbol all.
A mi grafunk pontjai (szogpontjai) az egyes zart részhalmaz-parokat jelentik. Minden zart
részhalmaz-parnak egy pontot feleltetink meg, és ezt fel is rajzoljuk. A mostani listank
az él6lények (dolgok) szerint rendezett, igy mostani rajzunkisilyen lesz. El6szo6r az egye-
lem( zart dologhalmazoknak megfelelé pontokat rajzolunk a papiron egymas mellé.
Szam szerint négyet, mivel ennyi az egyelemlek szama. Ezutan a keletkezett pontsor
folé rajzoljuk, ismét egymas mellé a kételemi zart dologhalmazoknak megfelelé ponto-
kat, szam szerint 6t6t, majd ezek folé a négy darab haromelemiinek megfeleltetett pontot,
és igy tovabb. Ezzel elkészilt grafunk pont, illetve szogpont rendszere. Mar csak a pon-
tokat 6sszekoté vonalrendszerre van szikséglnk, s készen lesz a kivant rajz.

NézzUk tehat, hogyan készul a graf vonalrendszere! Ehhez elég egyetlen pont esetén
megadni, hogy milyen mas pontokkal kell 6t 6sszekotni. Tekintsik példaul a ,harmadik
emeleten” fekvé 2,3,4 pontot. Ezt minden olyan alatta fekvé ponttal éssze kell kotni,
amelynek megfelel6 zart részhalmaz a 2,3,4-nek legnagyobb részhalmaza. Példaul a
2,3,4 zart részhalmazt jelenté pont alatt van a 3 zart részhalmazt jelentd pont, de ennél
nagyobb részhalmaz a2,3 és a 3,4 részhalmazoknak megfelel6 két pont. Azaz tehat mivel
a 2,3,4 részhalmaz legnagyobb részhalmaza a 2,3 és a 3,4, ezért e kettének megfelelé
ponttal kell kiszemelt pontunkat 6sszekotni. Altalaban is, barmely pontot, minden olyan
alatta fekvd ponttal kell 6sszekotni egyenes szakasszal, amely a kiszemelt pontot jelent
zartrészhalmaz legnagyobb részhalmazanak felel meg. Ha ezt a szabalyt rendre, minden
pontra nézve alkalmazzuk, el6ttink all a kész graf. Ezt abrazolja masodik rajzunk. Es ez
az abra mar nagyon sokat mond. (2. dbra)

Vegyuk szemlgyre példaul az 6todik emelet (felllrél szamitva az utolso eldtti) ket pont-
ja kézul a bal oldalit. Ez az 1,2,3,5,6 élélényeket, egyszersmind az 1,2 tulajdonsagokat
jelenti. Szavakkal: a pidca, a keszeg, a béka, a hinar és a nad életéhez viz sziikséges
és vizben él. Azaz e pont magaban foglalja mindazon élélényeket, amelyek vizben éinek.
Ez egy fogalom, a vizben éI6 élélények fogalma. A pontrdl leolvashaté a fogalom széles-
sége és mélysége is. Az 6todik emeleten talalhatd, azaz 6t él6lény (dolog) tartozik bele,
és ennek az ot élélénynek (dolognak) két kozos tulajdonsaga van. Vagyis fogalmunk
mélysége ot, szélessége ketté. Ugyanigy ezen emelet jobb oldali szogpontja a szaraz-
foldon €16 élélények fogalma. Mas példa: a negyedik emelet bal oldali pontja az 1,2,3,4
dolgokat és egyuttal az 1,7 tulajdonsagokat jelenti. Szavakkal: a pioca, a keszeg, a béka
és a kutya mindegyike olyan, hogy életéhez viz szikséges és helyvaltoztaté mozgast
vegez. Ez nem mas, mint a tekintetbe vett él6lények vilagan belul az allatok fogalma. A
fogalom szélessége ketté, mélysége négy. Ugyanezen emeleten a jobb oldalon a névé-
nyek fogalma jelenik meg. Az azonos emeleten egymas mellett fekvé pontok 6ssze nem
hasonlithato fogalmakat mutatnak.

Latjuk, hogy a dolgok és tulajdonsagok zart részhalmazai kozti egy-egyértelmi kap-
csolatra vezettik vissza az eredetileg tobb-tobbértelmi kapcsolatot. Sét, a viszonyrend-
szert Ugy tudtuk abrazolni, hogy az vizualisan mutassa a strukturat és a hierarchiat is.
Ezt a grafot Galois-grafnak nevezziik.
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2. abra
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A Galois-graf a fogalom fogalmat, a fogalmak kozti viszonyokat mutatja meg. Altalano-
san hasznalhaté, ha dolgok és tulajdonsagok kozott egyértelmd igen-nemmel megvala-
szolhaté 6sszefliggést talalunk.

A tovéabbiakban azt fogjuk megmutatni, hogy egy osztaly tanuléinak dolgozatai, ugyan-
igy struktiralhaté tudasképet mutatnak, vagyis hogy a ,Ki mit tud?” abrazolasa ugyan-
ilyen rendszerben, Galois-grafon torténhet.

irasunk el6z6 részében megmutattuk, hogy ha véges szamu dolog végesszamu olyan
tulajdonsagat vessziik tekintetbe, amely az illeté dolognak vagy megvan, vagy nincsen
meg, akkor a vizsgalt dolgok és tulajdonsagok korében fennallé tobb-tobbértelmi kap-
csolatot vissza lehet vezetni az él6lények és hozzajuk tartozé tulajdonsagok részhalma-
zai kozti egy-egyértelm( kapcsolatra, s ezt a rendszert vizuélisan is meg lehet jeleniteni
egy Ugynevezett Galois-graf rajzan. A Galois-graf szégpontjai zart részhalmaz-parokat
jelentenek. Egy dolog részhalmaz zart, ha nem bévithetd kozos tulajdonsagai szamanak
csokkenése nélkiil. A zart dolog részhalmazhoz egyértelmien tartozik egy zart tulajdon-
sag részhalmaz. Egy tulajdonsag részhalmaz zart, ha a benne Iévé tulajdonsagok szama
nem novelhetd azon dolgok szamanak csokkenése nélkil, amelyek e tulajdonsagokkal
rendelkeznek. A Galois-graf szogpontjait a kovetkezé modon rajzoljuk: az egyelemi zart
dologhalmazoknak megfelelé pontokat egymas mellé, a kételemieket ugyancsak egy-
mas mellé, de az elGbbiek folé, és igy tovabb. A graf minden egyes szogpontjat egyenes
szakasszal 6ssze kell kotni minden olyan alatta fekvé szogponttal, amely a kiszemelt
szégpontot jelentd zart részhalmaz legnagyobb részhalmazat jelentd pont. Az igy készi-
tett graf megmutatja a vizsgalt dolgokbdl alkothaté fogalmakat, azok szélességét és mély-
ségét, valamint e fogalmak hierarchiajat.

A kovetkezokben azt fogjuk megmutatni, hogy ugyanez a Galois-graf alkalmas a tanu-
I6k és az altaluk megoldott feladatok kapcsolatrendszere alapjan a ,Ki mit tud?” haléza-
tanak abrazolasara.

Tanulok és feladatok

Ha a tanitott osztaly szamara kitlizott felméré dolgozat eleget tesz nehany kévetel-
ménynek, akkor eredmeénye alkalmas az osztaly tudasstruktirajanak Galois-grafon valé
abrazolasara. Melyek ezek a kovetelmények? Osszuk kétfelé — A és B csoportra — az
osztalyt. Egy-egy dolgozat alljon tobb feladatbdl. Minden feladat olyan részekre legyen
felbonthato, amelyekre a javitaskor ,megoldotta” vagy ,nem oldotta meg” irhato.

Ekkor az osztaly ismeretstrukturajat két részben — A és B csoport — fogjuk abrazolni.
Mintapéldankban egy hatodik altalanos iskolai osztaly felének Galois-grafja szerepel,
amely fél osztalyba 14 tanuld tartozott, s 6t fizikapéldat kellett megoldaniuk, de e példak
osszesen nyolc részre voltak felosztva. Igy a relaciétabla 14 sorbdl és nyolc oszlopbdl
allna. Am, az 1-es szammal jelolt tanulé ugyanazon feladatokat oldotta meg, minta 11-es
szammal jelzett tanulo, ezért 6ket azonosnak tekintettik. Ezért all a relaciétabla elsé so-
ranak elején ,1=11". Tehat csak 13 sor szerepel tablazatunkban és 8 oszlop. Az egyes
sor és oszlop metszésében |évé négyzetbe 1-et irtunk, ha az illetd tanulé az illetd felada-
tot megoldotta, kilonben 0-t (vagy kereszt jelet, illetve semmit irtunk). (3. abra)

Ezutan a Galois algoritmussal megkerestik az 6sszes zar részhalmaz-part. Ez sza-
mitégépes programmal tortént. Eredményul a maximalisan lehetséges ketté a tizenhar-
madikon, azaz nyolcezer-egyszazkilencvenketté helyett 34 szamu zart részhalmaz part
kaptunk. Ezek mindegyike a Galois-graf egy szégpontja lesz. El kell dénteni a rajzolas
megkezdése elétt, hogy abrankon a tanulok vagy a feladatok szerinti elrendezést kiva-
nunk-e latni. Ugy dontottink, hogy a rajzot majd a feladatok szerint rendezziik el. Ekkor
felrajzoltuk a szogpontokat. El6szér az 6sszes egyelem( zart feladathalmazt jelenté
pontokat rajzoltuk meg, szam szerint négyet, egymas mellé. (4-es feladat, 2-es fel-
adat, 1-es feladat és 5-0s feladat.) Ezek f6lé, ugyancsak egymas mellé keriiltek a
ketelemd zart feladathalmazt jelenté pontok, szam szerint 6ten. A harmadik ,emelet-
re” a haromelemiek kertilnek, és igy tovabb. Végiil a legmagasabbra a két darab hé-
telemdit tesszuk. Ha mar mind a 34 pont fel van rajzolva, akkor tovabbi két pontot — a
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1 3 4 5 6 7
1=11 + + + + +
2 + + + +
3 +
4 + + + + +
5 + +
6 + + + + + +
7 + + + + + + +
8 + +
9 + + + + +
10 + e +
12 + + + +
13 + + + + + .
14 + + + + + +
3. abra

nulla és a ,minden”, azaz nyolcelemiinek megfeleléeket — vesziink még fel, el6bbit alul
kozépen, utdbbit felul kozépen.

Miel6tt tovabb mennénk, értelmezzik, mitis jelentenek a felrajzolt pontok. Minden pont
egy zart feladathalmazt, egyszersmind egy zart tanuldhalmazt is jelent. Vagyis a 13, sét
14 {6 olyan részhalmazat, mely a széban forgé feladat részhalmaz mindegyikét, minde-
nesetre megoldotta. Példaul: a negyedik emelet kozépsé pontja az 1, 4, 5 és 7 szammal
jelolt feladatokat, de egyduttal a 2, 7 és 14 szammal jelolt tanuldkat is jelenti. Vagyis az
1,4,5 és 7 feladatok mindegyikét mindenesetre megoldé tanuldk legnagyobb csoportja
a 2,7 és 14-es szamu tanulokbdl all. (A mindenestre kitétel azt jelenti, hogy esetleg va-
lamelyik tanuld ezek kozil még mas feladatot is megoldott, de ezeket mindenesetre.)

Most kovetkezik a graf vonalrendszerének elkészitése. Egy szogpontot minden olyan
alatta fekv6 szogponttal egyenesszakasszal kell 6sszekotni, amely a kiszemelt szogpon-
tot jelenté zart feladathalmaz legnagyobb részhalmazat jelenté szogpont. Példaul az
imént is idézett negyedik emeleti kozépsé pont esetében két ilyen pont van, a harmadik
emeleti, balrél szamitott els6 ketté. Mert az 1,4,5,7 legnagyobb részhalmazai az 1,4,5 es
az 1,5,7.Ezt az eljarast rendre megismételjiuk minden egyes pontra. Az utélag felvett nulla
és egység pontokra is. Mintapéldankban ezek képzelt pontok, mert térténetesen nincsen
olyan tanulécsoport, amely egyetlen feladatot sem oldott meg, és olyan sem, amelyik min-
den feladatot megoldott volna. De elvben természetesen lehetne egyik, masik, vagy akar
mindkettd valosagos tanulocsoport is. (4. abra)

Marmost el6ttink all a fél osztaly tudasszerkezetét mutatd Galois-graf. (4. abra) Mit
latunk ezen? Pontosan azt, hogy ,Ki mit tud?”. Barmelyik pontra ranézunk, az a tanulok
olyan meghatarozott csoportjat abrazolja, akik valamilyen ismeretek birtokaban vannak.
A grafon lent, a kevés feladatot megoldd, nagyobb létszamu csoportok szerepelnek, mig
felfelé haladva, egyre tobb feladatot megoldo, egyre kisebb |étszamuak. Az egymas mel-
letti pontokat jelenté gyermekcsoportok tudasa nem hasonlithaté 6ssze. (Marmint, hogy
kilénb6zé dolgokat tudnak. Persze abbdl a szempontbdl 6sszehasonlithaték, hogy ép-
pen azonos szamu ismeretuk van.)

Optimalis ut

De egy pillanatra térjunk el a targytdl. Hogy ugyanis a felméré dolgozat alapjan osz-
talyunk tudasstrukturajat rajzoltuk fel. Mert a kapott abra még mas, fontos dologra is fel-
hasznalhato.

Valasszunk ki a graf minden emeletén egy Ugynevezett legjobb” pontot. Legjobbat ab-
ban az éntelemben, hogy a vele azonos emeleten lévék kozul melyikbe megy alulrdl a
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legtobb , és melyikbdl megy felfelé a legtobb vonal. Ha egy emeleten tobb azonosan 20"
pontot taldlunk, akkor azt mindsitjik legjobbnak, ahol nincs ugynevezett ,emeletugras”
(hogy tudniillik az illeté pont nem a kovetkezé, hanem annal magasabb emelettel van
6sszekotve). Amikor minden emeleten kivalasztottuk a legjobb pontot, akkor ezeket alul-
rél felfelé haladva osszekotjik egymassal, s igy egy olyan torétt vonalat kapunk, amely
a graf aljarél a tetejére vezet. Ezt optimalis Utnak neveztiik el. Ugyanis egy pontba alulrél
bemend vonalak azon ismereteket jelentik, amelyekre a szoban forgd pont ismeretei ta-
maszkodnak, a pontbdl félfelé kimend vonalak pedig azt mutatjak, hogy az illeté pontbol
milyen mas, Uj ismeretekhez lehet jutni. Az emeletugras mell6zése azt mutatja, hogy nem
marad ki egyetlen ismeret sem a tanulas soran. Tehat az optimalis Uton haladva a legjobb,
leghatékonyabb az ismeretszerzés.

Ez azt jelenti, hogy ha egyszer elkészitettlk a grafot, akkor a kovetkezékben — amikor
legkézelebb tanitjuk majd ezt az anyagot — j6 lesz éppen az optimalis Ut sorrendjében
tanitanunk. Azaz a Galois-graf tanitasi stratégia kidolgozasara is alkalmas.

A tobb széaz felméré dolgozat tanusaga szerint mindig van egy optimalis ut. Nehany
esetben ezen uton volt minimalis hurok. Ez azt jelenti, hogy el6fordult eset, amikor egy
emeleten nem lehetett egyetlen legjobb pontot kivalasztani. De ekkor is legfeljebb kettd
pont mutatkozott egyenértéklinek, s ez is csak egy-egy emeleten fordult elé. Abrank ép-
pen egy ilyen, egyetlen minimalis hurkot mutat, amely a legfelsé emeleten van. (5. abra)

Térjunk most vissza az eredetileg kit(izott célhoz, hogy tudniillik mire is hasznalhatjuk
atanitasban a Galois-grafot? Ha j6 nagy méretl a rajz, akkor a gyermekek neve is rafér,
nem csupan a szamjeliik. Ha ezt, mint egy plakatot kiakasztjuk az osztalyteremben, akkor
mind a tanar, mind a diak haszonnal tanulmanyozhatja. A tanar a tanitasi folyamat bar-
mely pillanataban felmérheti, hogy melyik gyerekcsopot mit tud. Példaul csoportmunka
esetén eszerint készithet csoportbeosztast. De a tanuloknak is j6, ha tudjak, mely ,tu-
dascsoportba” tartoznak.

A Galois-graf elkészitéséhez szukséges egy szamitogépi program hasznalata. A prog-
ram ugy mukodik, hogy — barmilyen szovegszerkesztot hasznalva — beirjuk: GALOIS. A
tobbit a gep kiirja. A szukséges munka mindossze annyi, hogy a relaciotabla nullait és
egyeseit be kell gépelni. Tehat a program inputja a relaciotabla. Nehany masodperc mul-
tan a gép kiirja a zart részhalmaz parokat.

Megemlitjuk még, hogy miutan a Galois-graf segitségével a tanitando fogalmakat
strukturaltuk, ez az eszkoz rendkivil alkalmas tanterv és taneszkoz (példaul oktatofilm)
tervezésére is.
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