Feladatok matematikai
tehetséggondozashoz

SZIGETI BELANE

A legjobbakkal vald foglalkozés tervezése, megszervezése és rendszeres veze-
tése az oktatomunka egyik legszebb és legfontosabb feladata. Az aldbbiakban a
teljességre torekvés igénye nélkil a Cauchy-féle egyenlétlenséggel kapcsolatos,
4. osztalyos szakkdrén, egyetemi eldkészitén — vagy ezek hidnyaban — iskolai
programozott pontversenyen felhasznalhato feladatsorozatot mutatok be. Diffe-
rencidlt foglalkozdsok sordn a tanulok megfeleléen valasztott feladatok megolda-
sdval eljuthatnak az egyenldtlenség kilonbozd dltaldnositdsahoz, bizonyitasi
igénylik és eszkoztaruk fejlédik.

A szamtani és mértani kdzepek kozotti
egyenlétlenség alkalmazasa
A tanuldk j6l ismerik a két pozitiv szam szamtani és mértani kozepére vonatkozo
osszefliggést, nevezetesen, hogy:
ai+az

> vajaz

Ennek az osszefliggésnek a birtokaban szamos, latszélag tavoli terlilethez tartozo fel-
adat gyorsan és elegansan megoldhato.

1.a. Azonos kertiletd téglalapok kozil melyiknek a legnagyobb a terdlete?

1.b. Azonos terdletd téglalapok kozil melyiknek a legkisebb a kertilete?

Megoldés: Ha a és b a téglalap oldalai, a Cauchy-féle tétel alkalmazasaval

a) - a+b)a K?
T_a-bs(—2 j =16

illetve b)
K=2(a+b)>Vab =4VT

ahol T a téglalap teriilete és K a keriilete, a=b esetében a téglalap négyzet.
A feladat szemléletes és egzakt megoldasa a tanulék tobbsége altal ismert, a késéb-

biekben egyes sejtéseket ennek alapjan fogalmazunk meg, ezért kerll bevezetéként a
feladatsor elejére.

2. Bizonyitsuk be, hogy barmely o. hegyesszogre

tga+ctgo 22
Megoldas:

tga - ctgo=1
helyettesitéssel

tga+ctgo>2Vtg o - ctg o = 2
megjegyzés: egyenléség akkor all fenn, ha
tga=ctga
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azaz

3.Legyenx>0,y>0,x+y=2

Igazolja, hogy
[2+1J(2+l )29
X y

%y-=1 és Vxy <1 ezért xy<1, igy ;—yz1

Elég igazolni, hogy
(i) 25

X -
1
X

Megoldds

+ >5

XY
Ez az egyenlétienség x +y = 2 és L > xy miatt minden x,y € R*-ra teljestil.

4. Szorozzuk meg a téglatest egyes oldallapjainak a terdletét a kertleteikkel. Bizo-
nyitsuk be, hogy az igy keletkezett hat mennyiség 6sszege legalabb akkora, mint a tér-
fogat 24-szerese. (OTV 1951. 2. ford.)

Megoldas: (1.)

A téglatest éleit a,b,c-vel jelolve a bizonyitand6 egyenlétlenség:

2 ab - 2(a+b)+2ac - 2(a+c)+2bc - 2(b+c) > 24 abc
azaz 4(a2b+b2a+a2c+c2a+bzc+02b) > 24 abc

4 abc-vel végigosztva:

§+E a+c+b+E 26
b asc b~

Egy pozitiv szamnak és reciprokdnak 6sszege legalabb 2, (ez a 2. feladatbdl is kitlnik)
egyenlétlenségilinkben pedig hdrom szamnak és reciprokanak 6sszege szerepel.

A feladat egyszeribben is megoldhaté, ha Cauchy tételét tetszéleges n pozitiv termé-
szetes szamra altalanositjuk.

1.a. és 1. b. térbeli megfogalmazésarél szemléletes, illetve a szélséérték-szamitas se-
gitségével igazolt ismeretekkel rendelkeznek a tanulok.

Tetel Legyenek a1, az...an pozitiv szamok, ekkor:

aj-tasst oaan n
—n—Z vaiagz--an

A bizonyitast teljes indukcidval végezzik.
Jeloljik ai, ap,...an szamtani kozepét A-val (aje R*,i=1, 2, ..., n). Célszerd jeloléssel
és permutéciéval elérhets, hogy

ar<apg<..<ap
Ekkor a szamtani kozepére teljesil, hogy:
ai < A< an

Mivel egyenl6 adatok esetén a szamtani és mértani kozép egyenlésége nyilvanvald,
tegytk fel, hogy az adatok kozott van két kiilonb6zé (pl. a1 és an)

A(@i+an—A)—ajan=(A-ai)(an—A)
a1 - an
A

aj+an—A>

tehat a bal oldal pozitiv.
A bizonyitandé allitas n=2-re igaz.
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Tekintsiik az az, as,...an-1,a1+an-A nem-negativ szamok szamtani kozepét:
az+ag+..+ant1+ar+an-A _nA-A_,

n-1 n-1

Az indukcids feltevés értelmében:

ai - an
A""Zaz«ag-- an-1(a1+an—A)>a2‘a3~»an_1——A

azaz
ai - an
A™'>a. a3 -ap1——
A
ai+az+... +an
n

A bebizonyitott tétel birtokaban érdemes visszatérnlnk a 4. feladathoz.

Megoldas: (11.) A bizonyitandd egyenlétlenség bal oldalan a’b, a’c, b°a, b’c, c?a, c’b
szamtani, jobb oldalan ugyanezek mértani kozepe all. Keriletre adandé becslésnél is
hasznalhatjuk a szamtani és mértani kozepek kozotti 6sszeflggest.

5. Egy hdaromszdgrdl tudjuk, hogy ab + bc + ca = 12 (a,b és ¢ a haromszog oldalai).
Milyen hatdrok koze eshet a hdromszaog kertilete? (KOMAL 1989. 39. évf. F2735)

Megoldas: Legyen k=a + b + ¢!

[EJZ_ a+b+c]2<a2+b2+c2

2 ay-azi-cran

3 3 3
k2 < 3(a2 + b% + c?) = 3(k? — 2(ab + bc + ca)) = 3k? - 72
ebbd| (1)
k? > 36 k>6
az egyenldség csak akkor all fenn, ha
a=b=tc =t
A maximum meghatarozasahoz tegyik fel, hogy
a>0;b2c20 és azb2c

a haromszog-egyenlétlenségét felhasznalva
majd a-val szorozva:

a’<ab+ac <ab+ac+bc=12 @)

b>2c>0 miatt

c® <be

b? < ac
gy
> (3)
b“+c“<ab+bc<ab+ac+bc=12

(3) és (2) osszegét képezve:

4 b oS 24, azaz

k2—2(ab+ac+bc)s24

K2 -24<24

4)
K% < 48 :

k<4 43
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(1) és (4) osszevetésébdl kapjuk a
6<k<4 V3
eredményt.
6. Legyenek a, B, y egy hdaromszog radianban mért szégei. Igazoljuk, hogy

27(o+ BB+ My + ) < 8’

Megoldds
3
27(a+ B)(B +M(y+ o) < [3‘“ +P) + 3(ﬁ3+ P+ 3y + a))
oa+p+y=1 - felhasznalva (2 + B + ] = 8113

A kobre emelést elvégezve és 3%-mal szorozva a bizonyitandé allitast kapjuk.

27(o+ PP + (Y + o) € 8I°
7. Bizonyitsuk be, hogy ha ,a” és ,b” természetes szamok, akkor
(OTV 1967 2. ford.)

b+1 b
a+b S(a
b+1 ~|b

Megoldas:

a=b esetén mindkét tort értéke 1, az egyenléség teljesil. Ha a+b, akkor tekintsik a
kovetkezé (b+1 db) pozitiv szamokat:

e
‘B’ " b
ezek szamtani kozepe:
a
1:5 b a+1
b+1 “b+1
Mértani kozepuk:
2 bb1
b +
tehat:
a+1_(a bb1
b+1 |(b| "

a hatvanyozas monotonitasat felhasznalva
b+1 b
a+1 S[2

ami a bizonyitandé allitast adja a fenti 6sszefiiggéssel egyitt.

Kovetkezmények és tovabbi alkalmazasok

A szamtani és mértani kozépre vonatkozo osszefliggés egy gyakran hasznalhaté ko-
vetkezménye:
Tetel: Legyenek a1, az, as,...,an
és b1, by, ba,...,bn
pozitiv valés szamok, tovabba
S'=aib1 + agb2 +...+ anbp!
Az 6sszegek kozul az a legnagyobb, amelyben a ,b” és az ,a” szamok ugyanugy van-
nak rendezve, és az a legkisebb, ahol a két sorozat ellenkezéen van rendezve.
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A téma targyalasat konkrét feladattal vezetjik be. Képzeljik el, hogy egy fiokban 50
Ft-os, egy masikban 100 Ft-os, egy harmadikban 500 Ft-os, egy negyedikben 1000 Ft-os
bankjegyek vannak. Az egyes fiokokbdl 2,3,4,5 db bankjegyet vehetink ki, és rank biztak,
hogy melyikbdl héany darabot.

Tegytk fel, hogy mindenki az 1000 Ft-os bankjegyekbél vesz legtdbbet, 5 db-ot, az
500 Ft-osbdl 4-et és igy tovabb.

Ezutan kerilhet sor a tétel kimondésara és az adott tanulécsoport szinvonaldnak meg-
feleléen a bizonyitésra, illetve a szamtani és mértani kozépre vonatkozé osszefliggéssel
valé kapcsolat vizsgalatara.

Bizonyitas:

A tétel bizonyitasanal eredményesen hasznalhatjuk Szics Adolf (1884-1945) ,Néhany
nevezetes egyenl6tlenség kozos forrasardl” szo616, a Matematikai és Fizikai Lapok 1935.
évi 42. kotetében publikalt cikkét.

Jeldljiik a b1, b2,...bn sorozat egy tetszéleges permutacidjat c1, c2,...cn-nel. Tekintsik
az S = a1C1 + a2C2 +...+ anCn O0sszegeket.

Ha az dsszes a egyenld, akkor b-k barmely sorrendjéhez ugyanaz az 6sszeg tartozik.
Hasonlé allitast fogalmazhatunk meg azonos b-k esetében is.

Ha az aj-k kozott legalabb két elem kilonbozik, és ezek ar; as és ar > as

hasonlitsuk 6ssze az

S = aic1 + a2C2 +...+anCn €S

S'= aic1 + a2C2 +...+arCs +...asCr +...4+anCn

S'-S = aco — arcr — asCo + asCr 0sszegeket!

tehat S'> S ha cr < cs és forditva

Megjegyzés:
Eredménylink a kovetkez6képpen kapcsoldédik a Cauchy-tételhez:
n—= . .
c= VX1-X2- - Xn et e
c c
ekkor:
aib1 + aob2 +...+ anbn < a1bn + a2b1 +...+ anbn-1
amibél:

X1 X X
N P
c c c

az altalanossag megszoritasa nélkdl:
cXitXet ... +Xn
n
Az eljarast forditott sorrendben végrehajtva az |. tétel ,egyenlség” részét felhasznalva

eljutunk a Il. tétel minimalis 6sszegre vonatkozé éllitdsahoz.
8. Igazoljuk, hogy a,b,c > 0 valos szamok esetén

a’b + b’ +c’a< a®+b% + ¢
(Arany Daniel M.V. 1975. 2.f)
Megoldas:
az altaldnossag megszoritasa nélkil mondhatjuk, hogy
azb2c
A ll. tétel alapjan allitasunk igazolast nyert.

. 9.hLegyen b1, bz,...bn apozitiv ay, az,...an szamok valamilyen permutécidja. Bizonyitsuk
e, hogy

6

ar a an
b1+b2+...+bn2n

Megoldas: (l.)

Alkalmazzuk a szadmtani és méntani kozép kézotti 6sszefliggést az
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ar a  an
by Ba’ " by
szamokra!
al  az dn
'b—‘+b—2+...+gr;> naI'aZ"'an
n ~  by1:b2-:-bp

Az egyenléség %: =1 esetben all fenn. (i=1, 2,...n)

Megoldas: (I1.) Tegyuk fel, hogy az a-k nagysag szerint vannak rendezve, és

L
st

igy a c-k ellenkezéen rendezettek.

Az 6sszeg minimalis értéke

S=aici+axo+..4+anCn=n

ami a jelolések figyelembe vételével a bizonyitandé allitassal egyenértékii.

A feladat egy altalanositasa:

10. Legyen a by, by,...bn pozitiv valos szamok egy pemutdcioja ay, az,...an, €s ¢ 0
Igazoljuk, hogy :

n
ai  a-b
nsti-c
=1

Megoldas:

A szamtani és mértani kozép kozotti 6sszefliggést az
ai sa-b
L
b

pozitiv valés szamokra alkalmazva
n
ai a-b A L
zbi e n i) nai . - n
i= aj o [ c
i=1 S|TT3 . ca-b | o [i=1, cZa. b
n bi i=1 =1

| n
i=1 l'[b,

=1

Mivel aj-k és bi-k csak sorrendben térnek el egymastal,

n n n n
n aj= nbi és 2 = Z bj, igy az:

i=1 i=1 i=1 i=1

=

ami a bizonyitando allitas.

Az egyenlbtlenseg erteimezése figgvenyekre

A flggvényekre val6 attérést a korbe irhaté haromszogek teriletének vizsgalataval
kezdhetjuk.
11. A kérbe irhato haromszégek kozil melyiknek a terdlete a legnagyobb?
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A tanulék geometriai tapasztalataik alapjan sejtik, hogy az egyenl6 oldali haromszog-
rél van sz6, ezt bizonyitani is fogjuk.

Megoldas:

A haromszog terilete fligg a szogektdl:

t=%a-b‘s'ny

A haromszog kéré irhaté kor atmérgjét d-vel jelolve
a=d-sna
b=d:sinp

tzédz-dna-sinﬁ-sjny (u+P+7y) =180°

Eredeti feladatunkat atfogalmazva:
Mikor lesz hdrom allando osszegu szog szinuszanak szorzata a legnagyobb?
Segédtétel: Két egyenld (konvex) 0sszegl szogpar kozul azok szinuszainak a szorzata
a nagyobb, amelyekben kisebb szogek kozotti kilonbség.
Bizonyitas:
Legyen
X1+ X2=y1+Yy2< 180
2 sinxy- sinx2 = cos (X1-X2)- CoS(X1+X2)
2 siny1 - sin y2 = cos (y1-y2)- cos(y1+y2)
A jobb oldalon all6 kivonandék megegyeznek, igy az a jobb oldal a nagyobb, ahol a
szogek kulonbségének az abszolutértéke kisebb,
azaz: ha
Ixi=x2l<lyr—yal,
akkor
sinX1 - SNX2 > siny1 - siny2
Visszatérve a feladat megoldasara, legyen
o+pf+y=180°=39%
Ha az egyik sz6g sem egyenl6 &-val, akkor pl.

o>, B<d
Képezzink uj szogharmast:
o, B, Y -t
ezekre:
o' =95 es o+p=c'+p , y=7v
a+B=56+p
Ekkor a segédtétel felhasznalasaval:
sina' - sinB' > sina - sinB

gna' - snf' - siny > sina - sinf - siny
vagy

sind - sinf' -siny > sina. - sin - siny

B'+y=28 miatt sind - sind > sinf' - siny

tehat:

sind - sind - ind > sinat - sin - siny
azaz

= u:‘y: 60°
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esetben maximalis a korbe it haromszog terilete.
Megjegyzés:
Eredménylinket n szogre is kiterjeszthetjik:
iz, s e
Vsinoq - Sinog - - - Sino < sin w
ahol
o+ 02+ ... + 0 < 180°

Tapasztalatainkat altalanositva megfogalmazhatjuk, hogy:
Alulrél konkav f(x) folytonos gorbe esetén az adott intervallumban barmely kiil6nb6z6
X1, X2 helyre:

f (x1) +f (x2) = X1+ X2
2 2

Alulrél konvex folytonos gorbe esetén az adott intervallumban barmely kilénb6zé x;,
x2 helyre

f(X1)+f(x2)> X1 + X2
2 2

Megfogalmazhatjuk Jensen tételét:
Ha az | intervallumban értelmezett f(x) fliggvényre teljesil

f(x1) + f(x2) > z("‘—;"l]

barmely x1, xn € | esetén,
akkor

f(x1) + f(x2) + f(xa) +...+ f(xn) = nf[w]

barmely xj € | esetén
Ha az | intervallumban értelmezett f(x) fliggvényre

f(x1) + f(xn) < 2{’%’—3]

barmely x1, xn € | esetén,

akkor f(x1) + f(x2) + f(xa) +...+ f(xn) < n{W]

barmely xj € | esetén.
12. Legyenek a, B, Y egy haromszog szogei.
Bizonyitsuk be, hogy:

ctg2 o+ ctg2 B+ ctg2 Y21

(OTV. 19586. 2. ford.)
Megoldas:
El6szor azt bizonyitjuk be, hogy

Ictgal+|cthI22lctg%E|

A fuggvény az adott intervallumban alulrél konvex,
lcosal lcosPl snPlcosal+sinolcosfl =

letgol +lctgp | =— e = : ;
9 9p sin o sin B sn o sin
. O+ -
: ! ; ana—ﬁ|cosa—ﬁl
>lsnacos[i+cosasn[3|_lsn(a+B)I_ 2 2
i sin o sin B ~ dnosnf sin a sin B
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Azt igazoljuk, hogy:
2 sin %ﬁ Icos %ﬁl Icos _ﬁa;
500
snasnp e a+p
sin 2

mindkét oldalt megszorozzuk a pozitiv

sin%ﬁ-s'na-s'nﬁ

lcos %ﬁl

kifejezéssel
1-cos(ax+p)22sinasnf
12>cos (a—B)
Alkalmazzuk Jensen tételét az f: x — | ctg x | figgvényre:

Ictg al + lctg Bl + Ictg 1 = 3 - Ictg ﬁg—’L—YI

ctg2 o+ ctg2 B+ ctg2 Y=3- ctg2 60° =1

Az itt kozolt feladatsorozat a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség fel-
hasznalasi lehetéségei kozil csak néhanyat igényel és alkalmaz — teljességre torekvés
nélkil. Az adott oktatasi formak kozll csupan izelitét kivantam adni a felsébb matemati-
kaban allandé eszkozként alkalmazott egyenlétlenségek szik korébdl. A felsébb analizis
tanulasara valé el6készités és a fliggvénykozpontd gondolkodas fejlesztése miatt kerult
az anyagba egyéb hasznos egyenlétlenség targyaldsa helyett a Jensen-tétel.
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