Kaleidoszkop
a geometria tanitasarol

FATALIN LASZLONE

A tarsadalmi-gazdasags élet fejlodése, az emberi tevékenység hatékonyabba és
egyben bonyolultabba valasa kovetkeztében ma mar az oktatas soran atadando
/smeretek mennyisége lancreakcioszerden né. Az informéaciorobbands okozta
feszultségek megnyugtalo modon nem oldhatok fel sem az oktatdsra fordjtando
/06 mennyiséqgi novelésevel, sem ltovabbl szakosoddsok kozberktatasaval. £
probléma megoldasara hatékonyabb modszereket, tantarqystrukturakat kell ke-
resnunk a kozoktatasban, és folyamatosan feldl kell vizsgalnunk a tanitando-ta-
nulando 1smeretanyagot azok szukségessége szemponlabol is.

A kialakuléban levé Uj oktatasi rend nemcsak nagyobb teret enged az egyéni megol-
dasoknak, hanem egyre inkabb kikényszeriti azokat és egyben a felel6sség nagyobb ré-
szétis az egyes tanarokra, iskolai kozosségekre haritja at. Az elsajatitandé ismeretanyag
és a rendelkezésre allé id6 kozotti ellentmondas feloldasahoz a kulonbdzé tantervek, al-
ternativ tankonyvek és egyéb segédeszkozok segitséget nyujthatnak, végsbésoron azon-
ban a tanarra harul az a dontés, hogy a nemzeti alaptantervben el6irt ismeretanyagot
milyen megvilagitasban, koncepcioban, illetve annak egyes részeit milyen mélységben
tanitsa. Ez a tanar szamara egyre nehezebb dilemmat jelent.

Egy adott szaktargy, témakor tantasa elétt rendkiviil fontos a tudomanyag attekintése
tudomanytorténeti szempontbdl, kiilonds tekintettel arra, hogy az adott tudomanyag tor-
ténetében milyen Uj gondolkodasformak, médszerek, rendszerszemléletek szilettek, hi-
szen ezek mérfoldkéként jelzik a tudomanyos haladas és a hatékonyabb megismerési
modszerek kialakulasat. A torténeti szemlélet szerepét nem lehet eléggé hangsulyozni.
Afeszitett tempé eredményezte fesziltségek enyhitésére az oktatasban szinte automa-
tikusan kihagyjuk a ,fejl6dés zsakutcait”, st a tudomanyos megismerés rogos Gtjait is
kiegyengetjuk. Ez gyakran olyan j6l sikerul, hogy kozben gyakran teljesen elveszitjik a
kapcsolatot a valésaggal. Természetesnek tinik, hogy egy-egy szaktargy tanitasa soran
a fébb gondolatokon és a mindennapi életben is szikséges, hasznos ismereteken ke-
resztul alakitsuk a diakok szemléletmadjat és kozben ne vessziink el az adott szaktudo-
many sajatossagaibol adodo részletekben. A hagyomanyos szaktudomanyokat tikrozé
tantargystruktirankat érdemes lenne kovetkezetesen attekinteni abbdl a szempontbdl,
hogy az egyes szaktargyak tananyaga hogyan mutatja meg az adott szaktudomany fej-
I6désének mérfoldkoveit, azok gondolati-ismereti tartalmat. Az alabbiakban a teljesség
igénye nélkul megkisérlem felvazolni a matematika egyik klasszikus aganak, a geomet-
rianak olyan meghatarozo jellegi alapgondolatait, melyek alapjaiban terelték Uj iranyba
a tudomanyos kutatasok iranyat.

Meérfoldkovek a geometria fejlédésében

A geometria fejl6désének torténetét bizonyos jellegzetes sajatossagok alapjan kulon-
boz6 szakaszokra lehet felosztani. Természetesen ilyen csoportositas is tobbféle szem-
pont szerint készulhet. A geometria fejl6déstorténetében kialakult és széles korben al-
kalmazott, a maguk koraban forradalmian 0j gondolkodasformanak szamité, azéta mar
kikristalyosodott médszerek alapjan alkalmazhatjuk példaul a kovetkezé felosztast:
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1. szintetikus geometria

2. analitikus geometria

3. axiomatikus geometria

4. transzformacié-szemlélet

A geometria a tarsadalom szilkségleteibél fakadt, s a kilonb6z6 komoly gazdasagi
jelentésél gyakorlati feladatok szilkségessé tették az egyre magasabb szintre tortén6
fejlesztését. (Az elnevezése is ezt jelzi, a gorog eredetd geometria sz6 ugyanis foldme-
rést jelent.) Kezdetben (6kori Egyiptom, Babilénia) f6leg tapasztalati szabalyok jelezték
a megszerzett tudast, s ezek egy része is durva, kozelité jellegd volt. Megfelel6 meny-
nyiség( tapasztalati iton szerzett ismeret felhalmozédasa utan az dkori gérégok mar a
kulénb6zé alltasok kozott tudatosan kerestek logikai 6sszefuggéseket, kapcsolatokat,
a killonbozé szabalyokat elméleti Uton vezették le. Az 6kori matematika enciklopédiaja,
Euklidész: Elemek cimi hires munkaja (ie.300 koril) eleve elfogadott alaptételbdl (axio-
ma) vezeti le, rendszerezi az addig 6sszegy(ilt ismeretanyagot. Ezen szintetikus geo-
metriai modszerre jellemzé az intuitiv gondolkodas, a feladatok megoldasaban pedig a
sziporkazd otletesség. A szintetikus geometria ezen teriletét a szakirodalom elemi geo-
metria néven tartja szamon. A szintetikus geometria egy masik aga a projektiv geometria,
melynek bizonyos elemeit mar ismerték Euklidész matematikus kortarsai is. Akezdetben
alkalmazott médszer szintetikus volt, hiszen csupan geometriai fogalmakat vettek igeny-
be, ugyanis Fermat és Descartes felléptéig a geometriaban nem alkalmaztak kévetke-
zetesen algebrai modszereket. A projektiv geometria alapjai a szintetikus geometria ke-
retein belul szilettek meg. A projektiv geometria kialakulasat azok a megfigyelések se-
gitették el6, amelyek a képzémivészetben a térbeli alakzatok perspektivikus abrazola-
saval kapcsolatban keletkeztek. Az 6kori geometria projektiv elemeinek életre keltése és
kibévitése Desargues (1593-1662) nevéhez fiz6dik. Ageometria ezen aga a geometriai
alakzatoknak olyan tulajdonsagaival foglalkozik, amelyek centralis vetitéskor és egye-
nessel, illetve sikkal valé metszéskor valtozatlanok maradnak. |d6kozben az analitikus
modszer térhoditasanak koszonhetéen a projektiv geometria tételeinek egy részét mar
koordinatas modszer segitségével is bizonyitottak. A szintetikus geometria korébe azon-
ban a projektiv geometria csak azon terilete esik, amely nem hasznalja fel a koordina-
ta-rendszert a tételek bizonytasahoz. A projektiv geometriai feladatok sok otletet kivan-
nak, alkalmazasuknal fogva is igen érdekesek.

A XIX. szazadban folytatédott a projektiv geometria fejlédése, s Monge francia mate-
matikus megalapozta az abrazolé geometriat a projektiv geometria uj agaként.

A kovetkezé forradalmian Uj gondolat a kapitalizmus kialakulasanak idejére esik. A
XVII. szazadban indult el diadalutjara Descartes és Fermat munkassaga nyoman az ana-
litikus geometria, mint a geometriai objektumok méreteinek, formainak és egyéb tulaj-
donsagainak szamviszonyokkal torténé kifejezési modszere. Els6ként tortént meg a ge-
ometria és az algebra szerves 0sszefonddasa, kovetkezetes 0sszekapcsolasa a mate-
matika torténetében. Descartes hasznalta el6szor a koordinata-rendszert, ami a geomet-
riai feladatok algebrai megoldasat tette lehetévé, s igy lényegében altalanos médszert
adott a geometriai feladatok megoldasara. Ez volt tulajdonképpen a geometriaban az
analitikus modszer fénykoranak a kezdete. A XIX. szazad elejére az analitikus geometria
képes volt minden, egyenlettel leirhaté geometriai alakzat vizsgalatara. Az ir Hamilton és
anémet Grassmannfelfedezéseinek koszonhetéen Ujfogalmak formaltak tovabb az ana-
litikus geometriat. Kialakult a vektor fogalma, amely a matematikan kiviil mas szaktudo-
manyokban is (fizikaban, kozgazdasagtanban) hatékony segédeszkoznek bizonyult.
Forradalmi valtozast jelentett a geometriak fejl6désében a parhuzamossagi problémakor
megoldasa, a nem euklideszi geometriak megalkotasa, amelyet Bolyas Janos szinteti-
kus, Lobacsevszkj pedig analitikus Uton oldott meg. Ezzel elétérbe kerilt az axioma-
rendszerek vizsgalata, ami egyben a geometria alapjait érinté Gj gondolkodasi format is
je!entet1e. Ennek az un. axiomatikus médszernek a kidolgozasa AHibertnevéhez flizédik.
Hilbert a Bolyai és Lobacsevszkij altal nyitott Uj korszakot lezard, az 1899-ben kiadott A4
geometria alapjas cimi mivében a geometria axiomakra épult, rendszerezett targyalasat
adja, s a XIX. szazad minden geometriai vivmanyat tartalmazza. Az axiomatikus geo-
metria szamos nem vitathat6 elénye mellett, egy igen nagy hatrannyal rendelkezik. Egy
axiomarendszer felvétele tulajdonképpen meghatarozza az igaz tételek halmazat, ame-
lyekhez esetenként tobbféle logikai ton is el lehet jutni, de a logikai Ut keresésére sem-
milyen informaciét, médszert nem ad.
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A XIX. szazadban a geometria fejl6désében forradalmi gondolatnak szamit £ Ale/mn
német matematikus Er/angen/programya(1872), amely az els6 olyan jelentés geometriai
alkotas, amelyr6l nem mondhaté el, hogy — akar csiraiban is — mar az 6gérogoknél is
létezett. A program alapgondolata az, hogy az egyes klasszikus geometriak jellemezhe-
t6k transzformacié csoportjukkal, roviden azonosithatok egy csoporthatassal. Minden
olyan alaphalmazra épitheté Uj geometria, amelyen értelmezhet6 valamilyen transzfor-
maciocsoport. Klein a geometriai tételek aszerinti osztalyozasat ajanlja, hogy az altaluk
targyalt tulajdonsagok milyen geometriai transzformaciéval szemben maradnak valtozat-
lanok, invariansok. A Klein-féle osztalyozasi elv szempontokat adott Uj geometridk meg-
alkotasahoz. E szemlélet hatasa a geometrian kivil a matematika mas agaiban is és a
fizikaban is mind a mai napig nyomon kovetheté.

Vannak azonban olyan geometriak is, (Riemann-terek), amelyek leirasara jelenleg
egyik médszer sem alkalmazhatd. Az eddigiekben emlitett felosztas nem tekintheté tel-
jesnek, még akkor sem, ha a geometria fejlédését csak a szazadforduldig kivanjuk nyo-
mon kovetni. Mar a XIX. szazad kozepén megjelent egy masik altalanos elv, melyet a
metrika elvének is szokas nevezni. Ennek ellenére érdemes megvizsgalni, hogy a koz-
oktatasban e négy megkozelitési modszer eddig milyen hangsulyt kapott, illetve mekkora
teret nyerhet egy-egy Ujabb tanterv kidolgozasa soran.

Szintetikus geometria

A geometria tanitasaban 2000 éven at uralkodott a szintetikus modszer.

Sok helyutt a vilagon még nem is olyan régen Euklidész Elemek cimd mivét tanitottak
az iskolaban a matematika oran. A szintetikus médszer alkalmazasa kétségkivil fejleszti
az intuitiv gondolkodast, hiszen maga a modszer is éppen ezen alapul. Az intuitiv gon-
dolkodast altalaban meglehetésen nehéz fejleszteni és szamonkérésével is komoly gon-
dok vannak. A geometria szemléletességéenél fogva vitathatatlanul alkalmas terilet e fel-
adatra. Egy-egy tétel bizonyitasahoz, feladat megoldasahoz feltétlenul szikség van az
otletességre. Afelhasznalt szemléletes Gtletekre atanulok gyakran racsodalkoznak, ese-
tenként egy szellemes gondolat képes magaval ragadni képzeletiiket is. A sajat otletek
pedig heuréka-élményt adnak, amitovabbi kutatasokra, ismeretszerzésre sarkallja Sket.
Kozben azt is megtanulhatjak, hogy az otlet szerepét ne tulozzak el, hiszen egy-egy zse-
nialis 6tlet oSnmagaban nem elegendé a feladat megoldasahoz, szikség van ateljes gon-
dolatsor szabatos kifejtésére is. Az alabbi két ismert ,bizonyitas” sziporkazo ctletessége
egyrészrél elkapraztathat benniinket, masrészrél viszont ravilagit a szabatossag fontos-
sagara is, jol illusztralva az elmondottakat. /7. és 2. dbra)

Tétel
a+ b= 02
Bizonyitas
a b
a
c
2 b
a a = a a
a b b a
/. abra

A szamonkéréssel persze gondok vannak. Ennek oka az, hogy az intuitiv gondolkodas
objektivebb mérése jelenleg csupan csak bizarr elképzelés lehet. Az elemi geometriai
témakorokre vonatkozé dolgozatok osszedllitasakor és értékelésekor szembe talaljuk
magunkat e dilemmaval.A szintetikus médszer lehetévé teszi a kilonbozé témakorok ko-
zGtti tallézast, nem kényszertiti ki egy szisztematikus felépités kovetkezetes végigvitelét.
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Tétel
64 = 65
Bizonyitas
8
8 5
3 3
3
5 3 a5 5
5 3
5
3 5 2 £
2. abra

Ez egyben el6nye és hatranya is e médszernek, hiszen szabadabban valogathatjuk ki
és allithatjuk 0ssze az altalunk szilkségesnek itélt témakoroket, feladatokat, ugyanakkor
éppen a merevebb hierarchikusabb felépitettség hianyabdl adéddan a tananyag szétfo-
lyébba valik. Ageometria oktatasaban jelenleg tobbségében a szintetikus geometria leg-
ismertebb tertiiletérdl, az 6kori gorogok altal kidolgozott Gn. elemi geomietriabdl szerepel-
nek tételek és feladatok. Az elemi geometridhoz kapcsolddo tételek és feladatok kdzép-
pontba kerllését az elmondott elényok indokolhatjak ugyan, de egy ilyen szemlélet he-
lyességérél nem gy6zhet meg benniinket. A matematikaban ugyan nem illik az egyes
tételek, elméletek gyakorlati hasznossagardl beszélni, az oktatasban viszont mar a be-
vezetSben is emlitett szempontok miatt egyfajta prakticista szemléletnek alapveté fon-
tossagu szerepe van. (Az intuitiv gondolkodast nemcsak e témakorok fejlesztik és a sza-
batossag igénye sem az elemi geometriahoz kotédik feltétlendl.) Az elemi geometriai fel-
adatok jelentds része szerkesztésifeladat. Aharomszog-szerkesztési feladatok nagy ré-
sze példaul nem elégiti ki a gyakorlati hasznossag kritériumat. Hany és hany titkarng,
tanar, kozgazdasz,...stb. emlékeiben kisért a félelmetes matematika, amihez sohasem
értett, mindig képtelen volt — ma is az — megszerkeszteni egy haromszoget harom olyan
adatbdl, amit csak egy elvarazsolt elme agyalhatott ki. Egyes szerkesztési feladatoknak
természetesen vannak kozvetlen gyakorlati alkalmazasai is. A latokoriv, a hatrametszeés
peldaul egyértelmien ilyen, még akkor is, ha ezt az eljarast legfeljebb a szakemberek
egy szukebb csoportja hasznalja.

Az elemi geometria tanitasaban helyenként megfigyelheté a szerkesztésifeladatok tul-
tengése, ami azért is meglepd, mert ugyanakkor a szintetikus geometria fejl6déstorté-
netében a XVII. szazadtél megjelend Ujabb iranyzatnak, a projektiv geometrianak és az
abrazolo geometrianak mar nem marad helye a kozoktatasban. A képzémivészetben
alkalmazott perspektivikus abrazolas, a miszaki abrazolas, a geometriai optika stb. tar-

g?/aléia ennek kovetkeztében vagy kimarad a tananyagbdl, vagy nélkulozi a geometriai
alapokat.

Analitikus geometria

Az analitikus modszer alkalmazasaval kovetkezetesen 6sszefonddik a geometria és
az algebra. A matematika e két latszdlag tavol allé fejezetének dsszekepcsolasa vara-
zserGvel bir. A geometria tanitadsaban ezt nap mint nap tapasztalhatjuk, a geometridhoz
nem énd tanulok jo része megtaltosodik e fejezethez érkezve. Ez érthets, hiszen az 6t-
leteket igényl6 geometriai szerkesztési illetve bizonyitasi feladatok az analitikus médszer
kovetkeztében szisztematikusan egyenletek felirasara és megoldasara illetve algebrai
azonossagok igazolasara redukalédnak. Afeladatmegoldasok 6l algoritmizalhatdak, né-
hany mechanizmus elsajatitasaval mar eredményesen tudnak dolgozni a tanulék.
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A koordinata-geometriai ismeretek nemcsak a geometriai feladatok algabrai megolda-
sat teszi lehet6vé, hanem e mddszert forditott iranyba alkamazva az egyenletrendsze-
rekrél is szemléletes képet alkothatunk magunknak, sét grafikus uton meg is oldhatjuk
azokat. Ez utobbi tevékenység a tulzott, sokszor érthetetlen pontossagi igények miatt
helyenként hattérbe szorul, holott az abszolut pontossagra torekvés nem lehet kell6 in-
doka a gyakorlatban széleskorlen alkalmazott szemléletes grafikus megoldasi mod el-
utasitasanak. Az analitikus geometria tanitasa soran erésithetjuk a ,grafikus szemlélet"
kialakulasat is.Az analitikus geometriaban rejlé szisztematikus modszer fejleszti az al-
goritmusszemléletet és j6 tampontokat ad a szamonkéréséhez is.

Emellett a szisztematikus modszereknek tovabbi elényei is vannak, hiszen sok eset-
ben csak ezek segitségével valnak megnyugtaté médon megoldhatéva a rendszerszinten
jelentkez6 problémak. A geometriaban ilyen tipusu feladat példaul a kilonbozé alakzatok
szerkeszthetéségének kérdése. (Tudomanytorténeti jelentdséggel is bird kozismert feladat
példaul a szogharmadolas, a déloszi kockakettézés és a kor négyszogesitésének problema-
ja.) Szisztematikus modszer nélkul altalaban csak botor vallalkozasnak bizonyul az a torek-
vés, hogy igazoljuk egy-egy feladatrél azt, hogy euklideszi szerkesztéssel nem oldhaté meg.
Az analitikus geometria tanitasa soran a szerkeszthetéség kérdéskorére ha felszinesen is,
de célszerd kitérni, hiszen példat mutathatunk olyan meggondolasokra, melyek elvezetnek
annak belatasahoz, hogy valamilyen feladatnak bar van megoldasa, de a megengedett le-
pések, eszkozok felhasznalasaval e megoldashoz nem lehet eljutni.

A kozépiskolai oktatasban nagy hangsulyt kap a koordinata-geometria; a felvételi fel-
adatsorok példaul elképzelhetetlenek koordinata-geometriai feladat nélkul. Talan éppen
ez okozza, hogy a feladatmegoldasok algoritmusanak begyakorolasahoz az 6rakon is
nagy szamban szerepelnek ilyen feladatok, s ezek egy szint f6lott igazabol mar nem a
gondolkodast, hanem az egyenletrendszerek megoldasanak kézugyességét fejlesztik.
A geometria feladatok egyenletrendszerekkel torténé megoldasa a sikgeometriaban
ugyan nem okoz kulonosebb gondot, de térgeometriaban a dimenzié novekedése miatt
az egyenletrendszerekre tamaszkodd megoldasi médok mar bonyolultabba, esetenként
atlathatatlanna valnak. (A probléma nehézségét mar azon az alapfeladaton is érzékel-
hetjuk, ha két sk metszésvonalanak, azaz a két sik kozos egyenesének egyenletrend-
szerét probaljuk meg el6alltani a megszokott alakba a két sik linearis egyenletébdl.) A
térgeometriai feladatok megoldasa soran meggondolasainkat szinte mindig a vektorfo-
galom segitségével végezzuk.

Az analitikus geometria oktatasa soran sokszor talalkozunk olyan targyalasi moéddal,
amely a vektorfogalmat méltanytalanul mellézi. Ez sokszor hamis illuziét kelt, ami a to-
vabbi tanulmanyokat is hatraltatja. Tipikus példa e szemléletmod kovetkezetes alkalma-
zasara Simionescu Analitkus mértan cimi mive, amely Romaniaban a X|. osztaly sza-
mara irédott és a vektorfogalom meg csak emlitésre sem kerul benne.

Az ilyen irdanyu oktatasi kisérleteket nemcsak az emlitett dimenzidbeli altalanositas
problémaja miatt kell zsakutcanak minésiteniink, hiszen a matematika fejlodéstorténete
és mas szaktudomanyokban valé alkalmazasa is igazolja, hogy a vektor fogalmanak koz-
ponti szerepet kell biztosttanunk. Elegendé attekinteni a vektorfogalom néhany fizikai, koz-
gazdasagi stb. alkalmazasat ahhoz, hogy érzékeljuk a vektorfogalom hasznossagat. Meg-
gondolva, hogy a tobb komponenst tartalmazé fogalmaknak a vektor gyakran igen j6 mate-
matikai modellje, egyre nyilvanvalébba valik a vektorfogalom interdiszciplinaris jellege is. A
vektorok elméletének legegyszer(bb része a vektoralgebra is viszonylag késén, kb. masfel
évszazada alakult ki, a vektoranalizis pedig a szazadfordul6 terméke. A vektoralgebra és a
vektoranalizis a sz6 legszorosabb értelmében korszakalkoto felfedezés volt, enélkul elkép-
zelhetetlen a XX. szazadi tudomanyok nagy része. Mindezek ellenére joval tobb mint egy
évszazadnak kellett eltelnie, mig a vektor kitejezés megjelent a kozépfoku oktatasban. E ke-
sedelem nemcsak alkalmazasi fontossaga miatt sajnalatos, hanem azért is, mert e fogalom
elég szemléletes ahhoz, hogy az absztrakt gondolkodashog, fogalomalkotashoz szukseéges
kulonbéz6 szinteken fokozatosan végig tudjunk haladni. A vektorfogalommal tantasahoz
szamos értékes észrevétel, javaslat talalhato a szakirodalomban. (3)

Transzformacio-szemiélet

Felix Klein a transzformaciécsoportokon nyugvé gondolatait 1872-ben fejtette ki Er-
langenben egyetemi székfoglalé el6adasaban. Atranszformaciécsoportok alig szaz esz-
tend6 elteltével a matematika- tanitas kozéppontjaba keriltek. Az 1870-es évek végén
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bevezetésre kerillt tanterv el6irta a geometriai transzformaciok fuggvényként valé tani-
tasat és az egyes transzformaciok fixelemekkel torténé jellemzését kovetelte meg. A
transzformaciok tanttasanak ezen koncepciodja a fliggvényfogalom elmélyitéséhez veze-
tett. Ageometriai transzformaciok pont-pont figgvényként val6 felfogasa matematikailag
kétségteleniil helyes, de tanttasa szamos nehézséget hordoz magaban. Ezek kozul
gyakran hajlamosak vagyunk megfeledkezni arrél, hogy a tér és id6 fogalmanak kialaki-
tadsahoz vezetS hosszu absztrakcids folyamat egyik |ényeges, nem magatol értet6dé
mozzanata a testek mozgasi és nyugalmi allapotanak elkilonitése. A geometriai transz-
formaciok két ,statikus allapotot” ragadnak meg, a kezdeti és a végallapotot, mikzben
a ,testek” mozgéasanak idébeli lefolyasatol eltekintiink. Ez azonban csak az egyik gon-
dolati nehézség a transzformacio fogalmanak kialakitasaban, melyet még az is tetéez,
hogy az euklideszi geometria transzformacioi végtelen halmazokon értelmezettek és ra-
adasul e végtelen ponthalmaznak 6nmagara torténé leképezéseirél van sz, kilonben
a fixelemekrdl nincs értelme beszélni.

A transzformaciok egymasutan valé alkalmazasa, azaz az osszetett fuggvény fogal-
manak konkrét hasznalata is problémakat okozhat. A most emlitett pszicho-didaktikai ne-
hézségek megoldasahoz a szakirodalomban béven talalunk részletesen kidolgozott ja-
vaslatokat. (2)

Az oktatasban alkalmazott transzformacioszemlélet latszélag korszeri matematikai
alapokon nyugszik. E hitink azonban meginog, mihelyt 6sszehasonlitjuk e szemléletet
az erlangeni programmal, illetve annak mas tudomanyokban is felhasznalt gondolataival.
A két felfogas 6sszevetése nyoman pillanatokon belil kideril, hogy Klein gondolatainak
legfeljebb deformalt valtozatat sikerult megragadnunk az oktatasban, mikozben a tulaj-
donképpeni transzformaciészemlélet alapgondolatat még csak meg sem érintettuk.

Az erlangeni program lényegében a geometria transzformaciocsoportokra épitett de-
finiciojat adja meg a kovetkez6 gondolatsor alapjan:

1) Jeldlje /#a pontok alaphalmazat és legyen Ga  halmaznak egy transzformacio-
csoportja, azaz a / halmaz permutacioinak egy részcsoportja.

2) A Hhalmaz részhalmazai, azaz az alakzatok kozott értelmezhetd egy relacio a G
transzformaciocsoport segitségével, amely szerint két alakzat ekvivalens, ha van olyan
transzformormacio a csoportban, amely az egyik alakzatot atviszi a masikba. Konnyu
belatni, hogy az alakzatok koz6tt igy értelmezett relacio ekvivalenciarelacio. (A reflexivi-
tas a transzformaciécsoport egységelemének, azaz az identikus leképezésnek felhasz-
nalasaval, a szimmetria az inverz_t’r'qnszformécié, mig a tranzitivitas a csoport muvelet,

3) Az ekvivalenciarelacié, mint az egyenléség matematikai megfogalmazasa az alak-
zatokat osztalyokba sorolja és a geometria feladata ennek az egyenléségnek a jellem-
zese, azaz olyan invariansok meghatarozasa, amely az azonos osztalyba tartozo alak-
zatokra ugyanaz.E gondolat részletesebb kifejtésétél eltekintve csak a kovetkezd két
észrevételre térek ki:

— a transzformaciészemlélet alapgondolatanak szerves részét képezi a fentebb leirt
ekvivalencirelacio,

— ezen alapgondolat nélkil az invariancia fogalma és ezen keresztil a terme-
szettorvények altalanos fogalma sem targyalhato a természettorvényekkel szemben ta-
masztott invarianciakovetelmény miatt.

"E”rde.r_nes végignézni tananyagunkat abbdl a szempontbdl, hogy a matematikaban a
kulonbozé relaciok milyen mértéekben keriilnek targyalasra, hiszen a relacié legalabb
olyan fontos alapfogalom, mint a halmaz fogalma, mindketté meghatarozasaban rejtet-
ten, vagy kimondva, de szerepel a masik fogalom is. A matematikaban térekednunk kell
azon fogalmak, szemléletek kialakitasara, amelyek lehetévé teszik mas szaktudoma-
nyok altalanos jellegi fogalmainak megérnését, mert ezek nélkiil nincs meg a kellé alap
ezek pontosabb kialakitasara. (Igy afizikaban elkeriiljiik a térvény fogalmanak pontosabb
leirasat, a vektormez6 fogalma nélkil kilén beszélink elektromos, magneses és gravi-
tacios mezokrdl, helyenkent a mezé fogalmat keverve a tér fogalmaval...stb.)

Axiomatika

A szintetikus, az analitikus modszereken és a transzformaciok fogalman alapulé geo-
metriai felépitéseknek nagy a szakirodalma, mig az axiématikus modszer alkalmazasa-
hoz j6val kevesebb javaslatot, észrevételt talalhatunk. Ennek egyrészt az az oka, hogy
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a kozépiskolai tananyagban nem szerepel, masrészt szamos, igen sulyos probléma van
az alkalmazasaval még egyetemiszinten is. Mindezek ellenére igen fontos kérdéskornek
érzem, mert ez a modszer alapveté a fogalmak, rendszerek meghatarozasanal, kialaki-
tasanal. Az axiomatikus modszer geometriai alkalmazasaval kapcsolatban a kovetkezé
problémakat szokas kiemelni:

— Az eulidészi axiomarendszer bonyolult, tobb alapfogalom és alaprelacié szerepel
benne és az anyag felépitésében csak lépésrél-lépésre, nagyon lassan lehet haladni
hosszu idén keresztul.

— A kozépiskolaban ehhez még hozzavehetjik azt is, hogy a tanuldk szamara a geo-
metria szemléletessége, ,magatol értetédésége” zavaré6 momentum a bizonyitas szik-
ségessegének belatasaban és atétel bizonyitasahoz felhasznalhat6 igazsagok felisme-
résében.

— Tobbek véleménye szerint, a tanulok tobbsége, életkori sajatossagok miatt, nem ké-
pes arra, hogy felfogja az axiomatikus rendszer lényegét.

Az itt felsoroltak valéban fennalld, olyan sulyos problémak, amelyek kétségessé teszik
a geometria tantasanak effajta felépitését, kulondsen akkor, amikor az erlangeni prog-
ram altal megadott ,transzformacio-szem-lélettel” konnyebb uUton jarhatunk. Ennek elle-
nére célszerlinek tinik ezen modszer alkalmazhatosagaval is foglalkozni, tudnillik telje-
sen mas gondolkodasformat, rendszerszemléletet ad, mint az el6z6 modszerek, tovabba
megallapithaté, hogy az emberiség megismerési folyamataibél ez a médszer, gondolko-
dasforma, rendszerszemlélet kristalyosodott ki legaltalanosabb érvényességgel a ,ma-
tematikai szigorusag"” kritériumanak is eleget téve.

Az axiomatikus modszer fogalmat nem szabad leszlkiteni arra a szemléletre, hogy az
axiomak a valésagbol absztrakcioval nyert altalanos igazsagok és ezen alapokbdl kiin-
dulva kell logikai uton eljutni a tételek megfogalmazasahoz és igazolasahoz. Ez a szem-
lélet Iényegében azt jelenti, hogy a geometriat valéjaban euklidészi axiomarendszerként
tanitanank. Ebben az esetben mind a négy megfogalmazott probléma éreztetné hatra-
nyat.Az axiématikus modszer lényegét sokkal jobban tukrozi az a felfogas, mely szerint
néhany doigot (axiomat) elfogadva, ezekbdl a feltételekbél logikai Gton olyan kovetkez-
tetésekre lehet jutni, melyek az adott rendszerben érvényes igazsagok. Ezzel kozele-
dink a matematikai logikahoz és ez a mddszer jatékosabb formaban is alkalmazhaté.
Gondoljunk példaul a szokasos logikai feladatokra. Szinte minden tanulo kedveli ezt a
feladattipust, és tudja hogy egy feltett kérdésre nemcsak igen és nem valasz adhato,
hanem vannak un. eldonthetetlen kérdések is, amelyek altalanos megfogalmazasa és
bizonyitasa mar szazadunk matematikajanak egyik csucsteljestménye. Ez a fajta szem-
lélet lehetévé teszi, hogy a geometriat az euklidészi axiomarendszertdl elrugaszkodva
épitsik fel. Az elmondottak alapjan tehat olyan axiomarendszert célszerd keresni, amely-
ben egyrészt kevés alapfogalom és axiéma szerepel, valamint gyorsan lehet az anyagot
felépiteni, masrészt a struktura geometriai jellegl, de csak olyannyira, hogy ez a szem-
lélet ne legyen zavard. A véges geometriak ezen kritériumoknak eleget tesznek. Alkal-
mazasuk tovabbi el6nyeinek részletesebb kifejtésétél most eitekinink.

Erdemes megvizsgalnunk a matematika tananyagot abbél a szempontbdl is, hogy mi-
lyen aranyban szerepelnek benne véges és végtelen, valamint diszkrét és folytonos
strukturak. A végtelen és folytonos struktdrak aranytalanul nagyobb hangsulyt kapnak,
ami sok felesleges tanitasi problémat is okoz és az aranyoknak ezt az eltolodasat a sza-
mitdgépek koraban a XX. szazadi tudomany sem indokolja.
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