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A kvantummechanika a fizikal mikrovildq eqyrajta matematikal moaeljje, a kvarn-
tumlogika pedig e modellben foglalt kijelentések tulajdonsagaival s torvenysze-
rségeivel foglalkozik. Mintegy otven évvel ezelott Garrett Birkholf és Neumann
Janos kezoték el e diszciplina feléphtését Neumann 1935. november 13-an ezt
inta Birkhofinak: ‘Szeretnék eqy vallomast tenni, amely lehet, hogy erkolcstelen-
nek fog tinni: tobbé mar egyaltaldn nem hiszek a Hilbert-térben. A Hilbert-teret
mindenekeldtt (amennyiben kvantummechanikal dolgokkal kapcsolatos) az euk-
lideszi-tér altalanosidsaval nyeritk elfogadva az osszes formalls szabalyok
érvényben maradisanak elvét.. kezajik azonban azt hinni, hogy ennek a térmek
nem a vektoral, hanem altereinek haldja a lényeges.” Az erkolcstelen sz0 hasz-
nalata némi magqyarazatot igényel. Neumann Janos alkofta meg a kvanturmyelen-
ségek leirasara alkalmas, adekvat matematkal apparatust. a Hilbert-teret és a
Hilbert-térben értelmezelt transzformaciok, operatorok eiméletét Miutan ennek
célrateremteliséqgérdl megqyozte a vildg elmélell fizikusait és matematkusalt —
azaz az elmélet elterjedt a tudomanyos” koztudatban " — lényegesen modosiolla
sajat koncepciojat. Neumann Janos és Garrett Birkholf megmutatiak, hogy a
kvantummechanika nemcsak ondllo, uj diszciplina, hanem egyben Uy logika /s.
Nézzuk, milyen logika/

A kvantumfizika vilagaban az itéletek masféle torvényszeriséget kovetnek, mint a
makrofizikdban. (A tovabbiakban azonos értelemben hasznaljuk az ftélet, az alltas
és a kijelentés szavakat.) A legegyszer(bb kijelentés: a mikrofizikai részecske hely-
koordinatainak és impulzustartomanyanak megadasa: pl az x,y,z pontban van. Vagy
p impulzusa a (p1,p2) tartomanyba esik. Ez elég kevés informaciét tartalmazo allitas,
hiszen a kozvetlenul érzékelheté makroszkopikus vilagban is kevés, ha példaul egy
autordl csak annyit mondunk, hogy adott helyen van, vagy hogy sebessége (impul-
zusa) mely tartomanyba esik. Nos az elvi Gjdonsag az, hogy amig a makroszkopikus
fizikaban egyszerre pontosan megadhatjuk a test helyét és sebességét, sét ilyenfajta
elemi kijelentést korlatozas nélkll tobbet is tehetink egyszerre, a kvantumfizikaban
nem, illetve nem mindig lehetséges ez.

Paul Jordan, a kvantummechanika egyik megalkotéja 1950-ben igy ir: “G. Birkhoff
es J. von Neumann vetették fel azt a vonzo elgondolast, hogy a kvantumelmelet nem
annyira a mechanika altalanosttasa (kvantummechanika), sokkal inkabb a logikae."

A kvantumelmaeéletrol roviaen

Nézzik a kvantumelmélet kialakulasanak el6zményeit! A huszadik szazad fizikaja
két Uj elmélettel gazdagodott. Az egyik a nagy sebességek és nagy tomegek tarto-
manyaban érvényes relativitaselmélet, a masik a mikrofizikai objektumokra alkalma-
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zando6 kvantumelmélet. A szazadforduldig ugy latszott, hogy az elméleti fizika prob-
lémai megoldottak, a néhany nyitva maradt kérdés — ilyenek voltak a fekete sugarzas
spektrumanak, a gazok és gézok vonalas szinképeinek, a szilardtestek fajhéjének és
a fotoeffektusnak az elméleti magyarazata — megoldhaténak tint az akkoriban mar
|0l kifejlesztett, nagy érvényességi korl diszciplinak, a mechanika és az elektrodina-
mika segitségével. A felsorolt jelenségek magyarazatara vald torekvés szilte a
Planck-féle kvantumhipotézist, a Bohr-féle atomhéjmodellt, a Broglie-féle anyaghul-
lam elméletet. A hipotézisek ragyogdan szarmaztattak a tapasztalati uton is mérhetd
tulajdonsagokat, ezért a huszas évek kdozepétdl megindult a modellek konzisztens
elméletté torténd osszeallitasa. Erwin Schrodinger, Werner Heisenberg, Max Born,
Paul Joraan és Paul Dirac nevéhez fizédik azoknak az alapelveknek és fundamen-
talis 6sszefuggéseknek a felismerése és megfogalmazasa, amelyek segitségével a
mikrofizikai rendszerek jellemezheték. A mechanikai mennyiségek —gyakran diszkrét
— értékkészletét, annak adott allapotban lévé valészinliségeloszlasat, altalanos érvé-
nylU szabalyok alkalmazasaval ki lehet szamitani. Az elmélet kell6 szigorusaggal
megfogalmazott matematikai és fogalmi apparatusat, amely még ma sem avult el,
véqul Meumann Janos adta meg az 1932-ben megjelent Mathematische Grunadlagen
der Quantenmechanik (A kvantummechanika matematikai alapjai) cimd konyvében.
Az alapelmélet ezzel bizonyos nyugvopontra jutott és azéta beszélhetink kvantum-
mechanikarél, mint deduktiv tudomanyrél. A Neumann-féle felépités a kvantumme-
chanikai rendszer allapotait a Hilbert-tér elemeiként kezeli, a fizikai mennyiségek a
Hilbert-tér meghatarozott operatorai, értékkészleteik pedig ezen operatorok sajater-
tékei. A kvantummechanikai mennyiségekre vonatkozo alltasok a Hilbert-tér alterei.
Az elmélet meglehetésen elvont, de egzaktsagat tekintve a klasszikus mechanika és
az elektrodinamika matematikai megfogalmazasaval egyenrangu.

A hétkoznapi szemlélet csak a megszokottat tudja elképzelni. Vannak fizikusok,
akik emiatt képszerlbben, szemléletesebben szeretnék lat(tat)ni a kvantumjelensé-
gek elméletét. Véleményunk szerint éppen a minden aron vald képszeriségre torek-
vés, a szemléltetés er6szakolasa neheziti meg a mikrofizika térvényeinek megerte-
sét. A mikro- és a makrofizika a vilag két kulonb6zé természeti modellje, kulonbozé-
ségik a torvények eltérd jellegében van. Aténylegesen meglévé vilag kérdéseire hol
az egyik, hol a masik elmélet ad helyes valaszt. A ketté kozotti egzakt atmenetet ma
még nem sikerult megtalalni.

A mikrovilagrél makroszkopikus modellt késziteni csak “hamisitasok” sorozataval
lehet, ezért a "képszeri modellhez" kompromisszumokat kell kotni. llyenkor nem
egzakt fizikai torvényekkel dolgozunk, hanem a makroszkopikus vilagbdl felépitett
modellt szemléljuk. A “szemléletes” kvantumelmélet a mikrovilagot a részecske és
hullam-kép dualitdssal mutatja be. Individualis elemi részecskérél beszél, de a
modellezett képzédmények se nem elemiek se nem individuumok. E szemléltetés-
ben a mikrovilag a kozvetlenul latott vilagnak ellentmondasokkal teli valtozata.

Ez a szemléltetés esetenként munkahipotézisként alkalmazhato és célszerl hasz-
nalni, de semmiképpen nem hagyhaté figyelmen kivul ilyenkor, hogy nem az egzakt
elmélettel dolgozunk; meg kell adni a munkahipotézis hatarait. A kvantumelmeélet
tényismerete nélkil vilagképet alkotni nem szabad, mert az folytatas nélkuli eklekti-
Kus vilagkép lenne.

A kvantaltsag

Milyen kulonos kijelentéseket szolgaltat a kvantummechanika? Az egyik ilyen a
kvantumszerlség. Ez a tulajdonsag tapasztalati tény, amelyet matematikailag algo-
ritmussal célszerli megfogalmazni, mivel a kvantalt értékkészlet csak bizonyos ese-
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tekben all egyetlen kvantumérték egész szamu tobbszoroseibél. (Egy makroszkopi-
kus test toltése az elektron toltésének egész szamu tobbszorose, tomege az alkotd
molekulak vagy atomuk tomegének egész szamu tébbszorése.) Az elektromagneses
sugarzasi tér — a fotonok energiaja azonban a legvaltozatosabb modon kvantalt. A
kvantummechanika nagy eredménye marmost, hogy az atom és a molekula héjszer-
kezetére jellemzé sugarzasi spektrumat nagy pontossaggal szolgaltatja, de folytonos
valtozékat is figyelembe tud venni. Az atomi részek kettés természetliek egyszerre
rendelkeznek részecske és hullamtulajdonsagokkal. A részecske helyzetkoordinata-
ja lehet kvantalt (részecske jelleg) és ezzel nem egyidejileg az impulzusa is lehet
kvantalt (hullamtermészet). Er6térmentes tartomanyban (szabadon mozgé részecs-
ke esetén) ezek egyike sem pontosan definialt, sem koordinata, sem impulzus
“sajatallapot” nincsen, ezért ez a szemlélédésben némi bonyodalmat okoz. A AMe/s
Bohraltal megfogalmazott komplementaritasi elv szerint lehetéségekben kiegészité,
megnyilvanulasokban kizaré tulajdonsagokrél van itt szé. A kvantumelmélet nem
csak a helyzet és impulzus mennyiségpar esetében allit kizard alternativat. Barmilyen
tulajdonsag (mennyiség) pontos ismeretét feltételezve mindig talalhatdo szamos to-
vabbi olyan mennyiség, amelynek értéke nem definialt, ismételt mérése egy (folyto-
nos vagy kvantalt) értelmezési tartomany feletti valészinliségelosztast nyujt. Ennek
tudomasulvétele mar igazolja a kvantumlogika létjogosultsagat, hiszen nem egy
hatarozatlansagi relacié magyarazatara alkalmaz a Hilbert-tér matematikai appara-
tusnak absztrakcids szintjén is tallépd strukturat, a haléelméletet, hanem az egész
elmélet statisztikus jellegének hasznalatahoz ad tampontokat.

Principalisan U] jelenségeket szolgaltatnak a jellegzetesen kvantummechanikai
effektusok, amelyek az elmélet fundamentalis szabalyainak kovetkezményekeént |ép-
nek fel és a klasszikus szemlélédéssel megérthetetlenek. Ezek miatt ajanlotta a
kozelmultban Magyarorszagot latogaté vilaghirG magyar fizikus, 7e/ler Ecde a kvan-
tummechanika megtanitasat és a kutatasokban valé alkalmazasat.

Egyik ilyen effektus, hogy a kdlcsonhatasokban résztvevé objektumok individuali-
tasa megszlnik. A legegyszerlibb szerkezetd molekula, a Ho kotésének kvantumme-
chanikai szamitasa a kotési energiat tobb tag osszegeként allitja el6. Ezek egyike
elektromos eredetl ugyan, de nem lokalizalhato a kolcsonhatasban résztvevé proto-
nok és elektronok egyikére sem. A kotést létrehozé elektronok egyedisége szétmo-
sodik, ezért az energia csak térfogati bontasban lokalizalhaté és ugy additiv. Barmely
rendszernek (egy mikrorészecskéenek is) csak addig van allapota, ameddig a kornye-
zetétdl elszigetelt. Mivel a klasszikus mechanika nem csak ilyen izolalt rendszereket
képes determinisztikusan leirni, ezért a kvantummechanikatodl is elvarjuk, hogy képes
legyen ilyenre. Mig a klasszikus targyalasmaéd az izolalt rendszeren beluli kdlcsonha-
tast ugyanazon dinamikai torvények szerint adja meg, amelyeket az izolalt rendszer
egészeére is vonatkoztat, a kvantumelmélet ilyen értelemben vett kdlcsonhatasokat,
zart rendszeren bellli energia-kicserélédéseket nem ismer és nem alkalmaz ilyen
dinamikai torvéenyeket, hanem az energetikailag zart (izolalt) rendszerekben lezajlé
folyamatokat spontan folyamatoknak tekinti, szemben a mérés/ folyamatokkal (a
megkulonboztetes Neumann Janostdl szarmazik), amelyek ugy irhatok le, hogy a
merendd objektum és a méré rendszer egyUttese izolalt, a mérés a rendszeren belll
za|lik le. A részrendszer allapota — hullamfliggvénye — ilyenkor mar nem valtozik
determinisztikusan, az allapot jovéjére vonatkozd kijelentések statisztikus termé-
szetlek, a pontos (nem statisztikus) allapot ismeretében is csak statisztikus termé-
szetl itéleteket tehetunk az allapot jovéjére. Az ilyen allapotot Aeveréknek nevezzik.
Az allapot lehetséges el6fordulasainak valészinliségei a keverés sulyai. Az izolalt
rendszer allapotanak idébeli valtozasa determinisztikus, az allapot egy adott pillanat-
ban meghataroz minden késébbi allapotot. Ezt #szta allapotnak nevezzik. (Csak egy
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allapotfuggvény van és marad is.) Ez a leiras hasonlé a pontmechanikai allapot-
(koordinata + impulzus) és folyamat- (dinamikai egyenlet) leirashoz, de nem azonos
vele. Ott egy idépontbeli allapot és a kolcsonhatas ismeretében a test jovébeli
allapota kiszamithato.

Rejtett parameterek

Sajatosan kvantumelmeéleti eredetl probléma a rejtett paraméterek kérdése. A
klasszikus elmélet Luawig Eaduard Boltzmann Gttoré kezdeményezése nyoman a
fenomenologikus elméletet (termodinamikat) megprébalta gy leszarmaztatni, hogy
a jellegzetes termodinamikai mennyiségeket (hé, hémérséklet) tovabba a mechani-
kai természetl, de fenomenologikusan értelmezett nyomast (fesziltséget) mikroré-
szecskékbdl allé sokasag egyedi adatainak atlagadataként értelmezi. Ezek az atla-
gok mikrofizikai tulajdonsagokat tartalmaznak és makroszkopikus mérés alapjan
visszakovetkeztethetink ezen kozvetlenul nem meérheté tulajdonsagokra, ami az
iIsmereti szint mélyuléseét jelenti és sikeres prébalkozas esetén ugy mondhatjuk,
jobban megértettik a termodinamikai torvényeket illetve folyamatokat. Az ilyen
klasszikus elmélet szukségszeru kovetkezmeénye a determinisztikus leiras — legalabb
részbeni — elhagyasa kulonben nem lesz statisztikus: a jovébeni allapot biztos,
valészinldsége egy, az 0sszes tobbié zérus lesz. Az e/hagyadspl.: azt jelenti, hogy nem
vesszik figyelembe a pontmechanikai sokasagok elemeinek koordinatait, ezzel a
koordinatak dsszes lehetséges értékei szerinti sokasaghoz jutottunk. Ezt tehetjuk
részben kényelemszeretetbdl, részben pedig azért, mert olyan mennyiségeket me-
runk (nyomas, hémérséklet), amelyek értelmezésik szerint is statisztikai atlagok.
Kereshetjik azon valtozékat, amelyek Ujrafelvétele a leirast ismét determinisztikussa
teszi. Az emlitett példaban ezek a helykoordinatak. Mivel az elméletben nem szere-
pelnek, ezért ezeket rejtett valtozoknak, jobban meghonosodott kifejezéssel rejtett
parameétereknek nevezzuk.

A kvantumelmélet is statisztikus. Explicit és egyetlen allapothatarozéja a ¥ fugg-
vény, amely minden atlag meghatarozasahoz szikséges (nélkule nem lehet szamol-
ni) és elegendé (mas adatot nem kell megadni a szamitashoz). Kérdés — ezt is
Neurmann Janos vetette fel —, hogy megadhatdk-e oiyan tovabbi valtozdok, amelyek
felvétele mellett a kvantumelmélet statisztikus jellege megszinik és determinisztikus-
sa valik, mint pl. a pontmechanika vagy az elektrodinamika? Természetes, hogy e
tovabbi allapotvaltozék a meglévé ¥ allapotvaltozéval egyutt szerepelnének. Arra
vonatkozdlag ugyanis semmiféle tiltas nincsen, hogy az egész elméletet elvetve
esetleg valamilyen Uj “mikroszkopikus mechanikat” krealjon valaki. Erre nézve van
egységes allasfoglalas: mihelyt ilyen elmélet létezik, a meglévé régi rovidesen a
tudomanyag fejlédéstorténeti archivumaba kerul és atveszi szerepét az ellentmon-
dast mar nem tartalmazd, de a régi eredményeket maradéktalanul szarmaztato
mechanika. Egyontetien elfogadott ilyen Uj elmélet ma még nincsen, sét a kvantum-
mechanika fogalomrendszerére épitve dolgoztak ki az elektromagneses, a gyenge
és a magkolcsonhatasok kvantumelméletét is, a kvantum-elektrodinamikat, illetve az
eréterek kvantumelméletét.

Mi a valasz a kvantummechanika kiegészithet6ségének kérdésére? Neumann
Janos bebizonyitotta, hogy a kvantummechanika lényegileg statisztikus, nincsenek
olyan rejtett paraméterek, amelyekkel determinisztikussa teheté lenne. Bizonyitasa
nem intuitiv érvelés, hanem az altala adott axiomatikan belll szabatos igazolas.
Lényege, hogy atfogalmazza a rejtett paraméterek |étezésének allitasat olyan ¥
allapot létezésének allitasara, amelyben minden mechanikai mennyiség szérasmen-
tes, ami azt jelenti, hogy értéke definialt. Ezt az allitast mar nem nehéz cafolni.
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Ugyanis valamely mennyiség szérasmentes allapota definicio szerint megegyezik a
sajatallapotaval. Az 0sszes mennyiségnek azert nem lehet k6z0s szorasmentes
allapota, mert vannak nem felcserélheté operatorok, ezeknek pedig nincsen kozos
sajatallapotuk.

Ebben a megfogalmazasban nem szerepel a csererelacio, — amelynek szigoru
matematikai megfogalmazasa hianyzott —, mindéssze az a kikotés, hogy vannak nem
felcserélheté operatorok. Neumannak ez a tétele nemcsak fizikus-, hanem filozéfus-
korokben is nagy megutkozést keltett. A materialista I1ételmélet ugyanis azt tanja,
hogy a vilag bar szukcessziv approximaciéval, de megismerheté. Egy ilyen tétel,
hogy nem lehet az allapot fogalmat kibSviteni, hogy a vilag azt csinal amit akar,
masképpen: az elektronnak szabad akarata van — ellentmondasnak tinik. A materia-
lista ismeretelmélet ezt Ugy kiszobadli ki, hogy a megismerhetéség tartalmi megval-
toztatasa altal a statisztikus természetleiras utjan torténé megismerhetéséget vallja.

A kérdés ma is megvalaszolatlan, konzekvens allasfoglalas csak ketté van: a
determinizmus vagy a szabad akarat elfogadasa. (Véleményunk szerint ebbe a
dilemmaba nem szabad nagyon elmélyllni, ajanlatos valamelyiket elfogadni, vagy
allasfoglalas nélkil egyikkel sem torédni. A mar korabban is idézett 7e/ler Ede a
szabad akarat hive.)

Kvantumlogika

A bevezetében emlitettik, hogy a kvantumlogika a mikrofizikai rendszerekre vonat-
kozo kijelentések torvényszerlségeivel foglalkozik. Nyelvezetének, leirasi eszkozei-
nek, matematikai apparatusanak megértéséhez a matematika tobb aganak eléisme-
rete szilkséges. Altalanos alapjai a matematikai logika, azon beliil a Boole-aligebra,
az itéletkalkulus és a halmazelmélet. Specialis alapjai k6zé tartozik a Hilbert-ter
elmélete és a haloelmélet. Nyilvanvald, hogy a kvantumlogika elnevezesben szerep-
16 logika szé a megfelelé korlatozasokkal hasznalt matematikai logikat jelenti. Az
telet fogalmat cikkink elején szinonimai segitségével megvilagitottuk. Az itéleteknek
igazseégértéke van, amely nem az itélet adottsaga. Pl. az esd esik — olyan itélet,
amely lehet igaz is, hamis (nem igaz) is. Ennek neve kontingens itélet. Van feltétel
nélkuli, abszolut igaz itélet is, ilyen a kovetkezd: a Magyar Koztarsasag févarosa
Budapest. Az Osszetett itéletek tobb — un. téletkotjellel — dsszekapcsolt itéletet
mondanak ki. [téletkotSjel pl. az és (jele A), a vagy (jele v), a negéacié {jele ~ felsé
vonas), a ha-akkor (jele =). Ha az dsszetett itélet egyike feltétlentul hamis, akkor
onellentmondd. llyen pl.: ha egy férfi kutya, akkor katona. Ez olyan kijelentés,
amelyre tapasztalati ellenpélda nem adhatd, ezért igaznak kell tekinteni, viszont
olyan férfit sem lehet talalni, aki kutya és katona.

A kvantumlogika csak olyan itéletekkel dolgozik, amelyeknél van értelme vizsgalni,
hogy igazak-e vagy sem. Szemben a klasszikus logikaval csak a kovetkezd alaku
teletekkel foglalkozunk: valamely kvantummechanikai rendszer adott ¥ allapotaban
valamilyen adott kvantummechanikai tulajdonsaggal rendelkezik. (A kvantummecha-
nikai tulajdonsag alapfogalom, késébb még visszatériink ra.)

Az itéleteket nagybetiikkel, igaz és hamis (nem igaz) voltukat a T ill. a | jellel
jeloljuk. Ha példaul az A itélet igy szdél: az asztal barna, és ez igaz, akkor azt mondjuk,
hogy A logikai értéke igaz és igy irjuk A=T. Az Osszetett itéletek logikai értéke
Kiszamithaté az osszetevd itéletekébdl. A szamitashoz felhasznalhaté egyenleteket
az /ftéletkalkulus alapegyenleteinek nevezzik. Ezeket bizonyitas nélkil kozoljuk,

helyessegukrél meggydzéghetiink a bennilk szereplé A,B,C valtozéknak a lehetsé-
ges értékeket adva.
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(L1) AA(BAC)=(AAB)AC (L2) Av(BvC)=(AvB)vC

(L3) AAB=BAA (Ls) AvB=BVA

(Ls) AA(BVA)=A (Le) Av(BAA)=A

(D1) AA(BvC)=(AAB)v(AAC) (D2) Av(BAC)=(AvB)A(AvC)
(N) AAA=l (N) AvA=T

(0) Aal=l (1) AvT=T

A zardjelek a miveletek végrehajtasi precedenciajat jeldlik ki, a szamtest-algebrai
zard6jelekhez hasonléan. A formulak el6tti (L1)-(Ls) jelek arra utalnak, hogy pusztan
ezek megtartasaval egy Uj algebrai struktira, a halé alapegyenletrendszerét kapjuk,
amelyet angol neve (lattice) kezdSbetdljével jeloInek. (A halé fogalma E. Schrodertél
ered, aki logikai vizsgalataiban kulon algebrai struktiranak tekintette, |.: Schroder, E.:
Algebra der Logik T. Teubner, Leipzig, 1890. Az (N1) és (N2) torvények szerint A és A
egymast kdlcsonosen meghatarozzak, azaz egy allitasnak nem lehet két (kiilonbozd)
tagadasa.

Példak:

Adott allapottu rendszer E energiaja az E4, E2 intervallumban van, azaz E€[E1,E2].
Ennek tagadasa: E¢[E1,E2].

Konjunkcié: valamely részecske q helykoordinataja a Aq intervallumban és p
impulzusa a Ap intervallumban van. Ez a példa a Heisenberg-féle relaciéval kapcso-
latban fontos.

Diszjunkci6: valamely részecske q koordinataja egyenlé qo-lal vagy p impulzusa
egyenlé po-lal.

Az itéletekbdl szamos tobbszorosen dsszetett itéletet képezhetiink. Azokat a for-
mulakat, amelyek a benniik szerepld itélétektél figgetlenil egyenléek, logikai azo-
nossagoknak (torvenyeknek) nevezzik. A kettés tagadas térvénye: A ugyanaz, mint
nem(nem A), vagyis: A=A. A De Morgan torvény: AvB=AAB.

A kvantumlogika altalanos alapjaihoz a halmazelmélet is hozzatartozik. Ennek
elemeit ismertnek tételezzuk fel. A specialis alapokat a Hilbert-tér elmélete és a
haléelmélet adja. A haléelmélet néhany alapegyenletérél mar széltunk, a Hilbert-teret
Neumannt idézve az olvasmanyossag érdekében rovidebben mutatjuk be. Ezt termé-
szetesen csak a pontossag rovasara tudjuk megtenni.

A H Hilbert-tér megszamialhatoan végtelendimenzidés /inedris halmaz — azaz, ha f
és g elemei a halmaznak és a és b tetszéleges szamok, akkor h=af+bg is eleme a
halmaznak —, amelynek elemparjain értelmezve van a skalarszorzat nevi funkcional.
A skalarszorzat egy mindkét tényezgjében linearis komplex szam, jele: (f,g); tovabba
teljesil ra, hogy (f,g)=(g,f)*. Itt a csillag a komplex konjugaltat jeldli. Segiségével
bevezethetd egy pozitiv szam: az f elem hossza, jele || fl| = +V(£7), aneve norma. A
Hilbert-tér normalt.

A H teljessége azt jelenti, hogy minden f1, f2, ...végtelen sorozat esetén, ha

lim || 77— /m||=0

N,M —o0
akkor van olyan fe H elem, amelyre
lim || /= /2||=0
n —oo

azaz a hataratmenet-képzés nem vezet ki a Hilbert-térbdél.

A H szeparabilis tér, amelyben van olyan teljes elemrendszer, amelynek alkalmas
linearis kombinaciéjként minden elem eléallithaté. (A haromdimenzids térben a koor-
dinata-egységvektorok ilyenek.) A Hilbert-tér olyan M részhalmazat, amely elemeivel
egyutt azok linearis kombinacidjat is tartalmazza /nears sokasagnak mondjuk. Ha
az M-beli konvergens sorozatok limeszpontjai is elemei M-nek, akkor M neve a/er.
Az euklideszi-tér példajan szemléltetve elemek az origdébdl kiindulé vektorok, az
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alterek az origbn atmené egyenesek és sikok.

H linearis operatoran a DTcH tartomanynak a H-ra vald olyan leképezését értjik,
amelyre:

T(af+bg)=aTf+bTg (1)
minden f,ge D1-re, DT neve értelmezési tartomany.

Az operéatorok olyan fliggvények, amelyek értelmezési tartomanya és értékkeszle-
te H elemeibél all, linearis operatoroknal (1) is teljesul. Az értelmezési tartomanyra
és az értékkészletre vonatkozé kikotések mellett felépitheté az operatorok algebraja.
Az operéatorok (T+S) 6sszegén és (TS) szorzatan a

(T+S)f=Tf+St

il. a

(TS)f=T(Sf)
egyenletekkel meghatarozott operatort értjuk. Konnyd megmutatni, hogy a fenti
egyenletek szerint az 6sszeg kommutativ és asszociativ, a szorzat asszociativ, de
altalaban nem kommutativ, tovabba a szorzat az 6sszegre vonatkozéan disztributiv.
Az operator p sajatértékét és f sajatfuggvenyeét az
Rf=pf

sajatértékegyenlet definialja, ahol p valés szam.

A H lineéris operatorat projektornak nevezzuk, ha
(Pf,g)=(f,Pg) (hermitikus) (2)
PP = P (idempotens) (3)

Az euklideszi térben a projektorok egy origét tartalmazé sikra vagy egyenesre valo
vetités mlveletét jelentik.

Két (f és g) elemet ortogondlisnak neveziink, ha (f,g)=0. Euklideszi térben két
vektor ilyenkor meréleges, hacsak f#g=0.

A H M alterének ortokomplementuma az az M+ halmaz, amelynek minden eleme
ortogonalis M minden elemére.

Az eddigiekben a Hilbert-tér elméletének néhany jellegzetes fogalmat mutattuk
meg. Ezek segitségével fogalmazhatjuk meg a kvantummechanika alapvetS kijelen-
téseit, posztulatumait. Emlftettilk mar, hogy ezek a kdvetkezo tipusuak:

P.: Az S kvantummechanikai rendszer valamely P kvantummechanikai tulajdon-
saggal rendelkezik a ¥ allapotban.

A Neurmann-féle axiomak és a kvantummecharnka

A kvantummecharnka axiomal.

1. Akvantummechanikai rendszer ¥ allapota a Hilbert-tér eleme. Az allapot abszt-
rakt, mert 6néallé jelentése nincsen, de mindazt, amit kiszamitani egyaltalan lehetseé-
ges V¥ ismeretében, kiszamithatjuk.

2 . Az S kvantummechanikai rendszer minden r fizikai mennyiségéhez H-nak egy
operatora tartozik, amelynek sajatértékei a fizikai mennyiség lehetséges (mérhetd)
értékei.

3. Ha q és r az S rendszer egyide/dleg meérhetéfizikai mennyiségei, akkor oprato-
raik fe/cseré/hetok, azaz minden @-re teljesul, hogy

QRe=RQe

4. Az ag+br fizikai mennyiséghez az aQ+bR operator tartozi, ahol a és b tetszlle-
ges szamok.

5. Az r* fizikai mennyiséghez az RR=R? operator tartozik.

Megjegyzendd: az rq mennyiséghez 4. és 5. miatt az /2(QR+RQ) operator tartozik
akkor is, ha nem felcserélheték. Klasszikus felfogasban az rq és qr mennyiségek nem
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kiulonboznek, de az operatorokkal valé jellemzés kulonbozéeknek reprezentalja 6ket:
RQ=QR .

A kvantummechanika 1.-5. alatti axiomait alkalmazzuk most a kvantummechanika
emlftett (P-tipusu) kijeletéseire:

Az S minden P Avantummechanikal tulajdonsagahoz hozzatesszik azt a kijelen-
tést, hogy a P tulajdonsag megvan (S rendelkezik P-vel). A P tulajdonsaghoz hozza-
rendeljik a p fizikai mennyiséget ugy, hogy :

p=1, ha a P kijelentés igaz (4)
p=0, ha a P kijelentés hamis

lgy a kijelentéseket olyan mennyiségekkel reprezentéltuk amelyekre fennall a p=0
vagy a p=1 feltétel, de ezzel ekvivalens az, hogy P —p Ennek megfelel6en 3-5.
szerint az ftéleteket P°=P tulajdonsagu operatorok jellemzik . llyenek a (2)-ben és
(3)-ban emlftett projektorok. 5-bél kdvetkezik, hogy a P és Q kijelentésnek az

15(PQ+QP) (5)
operétor felel meg. Ahhoz, hogy a kvantummechanika axiémai szerinti hozzarende-
lés ismét kijelentés legyen, szikséges, hogy P-vel és Q-val egyitt az 12(PQ+QP) is
projektor legyen, azaz

[16(PQ+QP)]°=14(PQ+QP) (6)
fennéalljon. Ez teljesill, ha P és Q felcserélheték. A kvantumlogikanak kell megvala-
szolnia, hogy mit mondhatunk azokrél az dsszetett kijelentésekrsl , amelynek elemi
kijelentéseihez nem felcserélhets projektorok tartoznak. Az ilyeneket inkompatibilis
kijelentéseknek nevezzilk. Kérdés, milyen az inkompatibilis kijelentések logikajanak
alap-egyenletrendszere? A hagyomanyos kvantummechanika nem képes konstruktiv
médon interpretalni az inkompatibilitas tényét. Paradoxonokkal vagy a deduktiv
felépitésbél nem kovetkezd képek felvazolasaval reagal. Az ilyen képek (elvek)
tuimutatnak a kvantummechanika kontextusain; hullAm-részecske dualitas, Heisen-
berg-féle bizonytalanségi relacié, Bohr-féle komplementaritasi elv, a determinizmus
feladasanak elve (a rejtett paraméterek lehetetlensége miatt), a mérési beavatkozas
miatti identitdsvesztés. Ezeknek az elveknek a Neumann-féle felépftéshez nincsen
kdze és sokszor olyanoktdl szarmaznak, akik alapfogalmak és axiomak nélkil szem-
1616dni akarnak. A kvantummechanika mutat néhany kirivé Gjdonsagot a mindennapi
gondolkod&s szdméara, de ezek a logika szintjén jelentkeznek, tudomanyosan meg-
alapozott formaban, nem pedig a mikrojelenségek groteszk, nem értheté viselkedé-
sében.

Visszatérve az inkompatibilis kijelentések projektorara, kozoljuk Meumann és Birk-
hHoff1936-ban adott megoldasat.

A P és Q kvantummechanikai kijelentések konjunkcidjdhoz, azaz a PAQ fizikai
mennyiséghez tartozé PAQ projektor definici6ja

PAQ=PmMP~MQ]

Itt Mp és Mq a P és Q kijelentésekhez rendelt P és Q projektoroknak megfelels
alterek, MpnMq pedig ezek kézds része. (Az, hogy minden altérnek van megfeleld
projektora és forditva: az euklideszi tér analégiajan belathaté.) A leképezést az
Mp={@:Po=0)} definicié adja, azon elemek halmaza, amelyeket P 6nmagara képez le.
P linedaris, igy az Mp halmaz lineéris sokasag. Két altér kozos része is altér, ha Mp és
Maq altér, akkor altér az

MpnMa= {¢:0 e Mp és ¢ e MQ)
IS.

A tagadds kvantumlogikai reprezentélasa lényegesen kulénbozik a klasszikus
logikai tagadastél. Ha a P kijelentés prolektora P, akkor a P kijelentés operatora |-P,
amelyrél lathaté, hogy projektor: (|- P) =|-P, ahol | az egységoperator, amely minden
elemet 6nmagara képez le. Ezért a kvantumlogikai tagadas nem vezet ki a kvantum-
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mechanikai tulajdonsagokbdl all6 kijelentésosszességbél, masképpen: a kvantum-
mechanikai tulajdonsagok olyan kijelentések, amelyeknek tagadasa is kvantumme-
chanikai tulajdonsag. Az itéletek targyait individuumtartomanynak nevezve mondhat-
juk; a negacié mavelete nein vezet ki az individuumtartomanybdl.

A logika ideédlis tipusa egy adott halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza. Ennek
individuumtartomanyabdél nem vezet ki a negacié, a konjunkcié és a diszjunkcié
mdvelete. Ha H az a halmaz, amelynek R részhalmazairél beszéliink xe R formaban,
akkor az x¢ R azt jelenti, hogy xe H-R és itt H-R éppug része H-nak , mint R.

A kvantumlogikdban mas a helyzet. Ha H a Hilbert-tér és M egy altér, akkor H-M
nem altér H-ban, hanem részhalmaz, tehat a ¢ € M kijelentés tagadasa nem ¢ ¢ M,
mert ez azt jelenti, hogy: ¢ e H-M, ez pedig nem altér, projektora nincsen, ezént az
el6bb mondottak szerint nem kvantummechanikai kijelentés. Az |-Pm projektorhoz
milyen altér tartozik ekkor? Melyik az az N altér, amelynek projektora a ¢ €M
kijelentés tagadasa? A kvantumlogika fontos eredménye, hogy ez az M ortokomple-
xuma, a tagadas kijelentés altere, vagyis:

N={f.f LM}.

A kvantumlogikai diszjunkciot az alabbiak szerint definialjuk

PuQ=PmPuMQ]
ahol

MpuUMa=(Mp nMa=")"
ami az alterekre vonatkozé De Morgan szabaly analogonja. Fontos megkulonbdzte-
tés, hogy a PQ=PQ kijelentés projektora nem megfeleld valasztas, mert:

PQ=I-(I-P)(I-Q)=I-(I-P-Q+PQ)=P+Q-PQ
ami nem mindig projektor (P és Q felcserélhetésége esetén természetesen az).

A mondottak alapjan megvizsgalhatd, hogy a logika alapegyenletrendszere ho-
gyan modosul. Melyik egyenlet marad érvényben? Korabban mar emlitettik, hoqy az
(L1)-(Le) formulak igazak maradnak, sét (0) és (1) is. Kivételt (D1) és (D2) jelentenek.
Megeshet ugyan, hogy a P,Q,R kijelentések kompatibilis harmast alkotnak, de altala-
ban nem igy van, azaz

PA(QVvR)#(PAQ)v(PAR)

IS

Pv(QAR)#(PvQ)A(PvR)
vagyis a kvantumlogika nem disztributiv logika. A disztributiv torvények helyébe a
kompatibilitas-szimmetria torvények lépnek:

P=(PAQ)v(PAQ) & Q=(QAP)v(QAP)
es

P=(PvQ)A(PvQ) < Q=(QvP)A(QVP)

A < az ekvivalencia jele, (A&B)A(B&A)=A < B.

Az elnevezést az indokolja, hogy P és Q két kvantummechanikai kijelentés akkor
és csak akkor kompatibilis, ha a koztik fennallé P=(PAQ)v(PAQ) relacié(ban P és Q
felcserélhetd, azaz) szimmetrikus.

Alapvet6 jelentéségl, hogy a kompatibilitas szimmetriatorvényei a klasszikus (Bo-
ole) /logikaban /s fenndllnak, a disztributivitasi torvények viszont nem dlinak fenn a
kvantumlogikaban. Ez azt jelenti, hogy a A/asszikus logika specidlis esete a kvantum-
logikdnak nem pedig megforditva, ahogyan a mikrovilag specidlis “elvei” esetleg
sugalmazzak.

E cikk megirasaval az volt a célunk, hogy ramutassunk: a kvantumjelenségekrél a
kvantumlogika szerint kell gondolkodni.
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