Van-e legkisebb?

SZABO ARPAD

Az itt kdvetkezé rovid torténeti visszapillantas igazaban az olvaséra bizza a kérdés
megvalaszolasat. Valasz helyett inkabb csak arra prébal ravilagitani, hogyan merult
fol a probléma, “van-e legkisebb?”, a matematikanak mint tudomanynak a hajnalan.

Erdemes lesz kiindulnunk abbél, hogy milyen gondolatmenet vezetett el egykor a
régi “atom” fogalom megteremtéséhez. Az 'atom’ sz6 azt jelenti: “oszthatatlan”. Az a
gorog filozéfus, aki el6szoér hasznalta ezt a fogalmat, Ugy gondolta: osztani annyit
jelent, mint megtalalni és kitagftani azt az lrességet, amely kiulonben is megvan
valamely anyag részei kozott. Amikor szétvagok valamit, akkor tulajdonképpen csak
kitagitom azt a “semmit’, ami am(gyis ott van az egyes részek kézott. Volt valami
részeket egymastdl elvalaszté “lres” az osztas, a szétvagas el6tt is, ha ezt nem is
tapasztalhattuk kdzvetlenil érzékszerveinkkel. Az osztas, a vagas csak elkulonfti
egymastdl az anyag részeit. Ha pedig vég nélkil folytathatnék az osztas, a vagas
mdveletét, akkor ez azt jelentené, hogy mindig csak ureset talalnank a részek kozott.
Akkor igazdban csak az “Ures” lenne, és nem lenne anyag. Ezért kell olyan legkisebb
résznek lennie, amely mar nem oszthaté tovabb, ez az atom.

Ez a régi atom, tehat, mint “legkisebb”, filozéfiai, spekulativ fogalom. Ez a felfogas
mindenesetre azt allitja: van legkisebb az anyagi vilagban.

Erdekes egyébként, hogy még szézadunk elején is volt komoly természettudés, aki
ezt a régi “atom” fogalmat csak munkahipotézisnek tartotta, de egyaltalan nem volt
meggy6z6dve az atom redlis |étezésérél. Ma viszont az atom mar régen nem
“‘oszthatatlan” a sz6 eredeti értelmében. Ma mar beszélink az atomnak egyre kisebb
részecskéirsl, példaul a neutrinérél. Dehat van-e akkor valami utolsé legkisebb,
aminél kisebb mar semmi sem lehet? Vagy csak ez idé szerint, ma még legkisebb a
neutrino, de lehet valami még ennél is kisebb? Ne prébaljunk még felelni erre a
kérdésre! Inkabb vegyik szemiigyre azt a masik tudomanyt, amely hatarozottan
tagadja a legkisebb létezését. Ez a tudomany a geometria.

De bocséssunk itt elére néhany szét az antik matematikarél, mindenekelétt harom
idérendi megallapitast.

1. A matematikanak mint tudomanyos rendszernek legrégibb dsszefoglaldja, Euk-
lidész i. e. 300 korul irta az “Elemeket”.

2. Platén, akinek egyik mive utal egy olyan matematikai felismerésre, amelyrdl
alabb sz6 lesz, nala kordbban, i. e. 427-347 kozott élt. Tudtak tehat a gorogok az
emlitendé matematikai folismerésrél mar Platén el6tt is.

3. Az a Proklosz viszont, akinek Euklidész-magyarazata Utbaigazit majd, az i. sz.
5. szazadban m(kodott.

Szogezzik le mindjart azt is, hogy a matematika mint rendszeres tudomany a
gorogoknél f6ként a geometria és nem aritmetika volt. Az euklidészi “Elemek” 13
konyvébdl csak harom (a 7., 8. és 9.), szinte csak kiegészitésil és mellékesen
targyalja az artimetikat. Meglep6 ez azért, mert Proklosz rangsorolasa szerint — és
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ez nyilvan az egész 6kor rangsorolasa is — az elsé helye a matematikan belil mégis
a szamok tudomanyat, az artimetikat illeti meg. Az elvi rangsorolasban a geometria-
nak be kell érnie a masodik hellyel.

Proklosz meg is okolja, miért van ez igy. Szerinte a szamoknak kevesebb koziik
van az érzékelheté anyagi vilaghoz, mint a térbeli alakzatoknak. A szdmok tehéat
ugyszélvan tisztabbak, mint az anyagtdl alig elvalaszthaté mértani idomok. Ha sza-
mokrdl van sz6; az osztas csak bizonyos korlatok kozott végezhetd el. Mert a szamok
kozott van legkisebb ami mar nem oszthaté. Ez a “legkisebb”, aminek vég nélkiil
folytathaté megismétiésébdl a szamok 6sszeallnak, az egy. Mert a gérog artimetika
elmélete nem fogadta el a torteket. A tortet inkabb felbontotta két szam egyméashoz
valé viszonyara (aranyra). Aszamot és az egyet viszont olyasvalaminek tartotta, amit
csak elgondolni lehet. Ezeért az egy — a gorog artimetika szerint — szigoriian osztha-
tatlan, nincsenek részei.

Ezzel szemben a geometriardl azt allitja Proklosz, hogy ebben nincs legkisebb.
Ehhez a megallapitashoz mindjart hozzaflzi azt is: “ahol pedig az osztas vég nélkiil
folytathatd, ott jelen van az elgondolhatatlan, az alogon is”.

Erre a folismerésre a gérogok nyilvan az 6sszemérhetetlenség, az inkommenzura-
bilitas felfedezése soran jutottak el. Bar nincsenek kozvetlen forrasaink arra vonat-
kozdan, hogyan ment végbe ez a felismerési folyamat, nem lesz nehéz rekonstrual-
nunk azokat a lépéseket, amelyeknek eredményeit antik szovegek is rogzitik.

Ismeretes volt a derékszogl haromszogekkel kapcsolatban az un. Pythagoras-té-
tel tobb egyszerl esete mar réges-régen a gorogok elétt is. Ha pl. az ilyen haromszog
két befogdja, a=3 és b=4, akkor ennek az atfogdja c=5 lesz.

Mert a befogokra emelt négyzetek teriiletének 6sszege egyenlé az atfogd négyze-
tével, 32 + 4° = 52, A harom szam, 3, 4 és 5 a legegyszerlbb pythagorasi szamhar-
mas. Régen tudtak azt is, hogy nagyon sok (végtelenil sok) ilyen szamharmas van.
— De vajon hogyan érvényesil a Pythagoras-tétel a négyzet esetében?

Hiszen ha meghuzzuk valamely négyzet atlojat (d), akkor ez a négyzetet két
derékszogl haromszogre bontja. A kulonbség az el6bbi esettel (3, 4, 5) szemben
csak annyi, hogy a megfelezett négyzet esetében az egyik haromszog két befogdja
azonos: a. De nyilvan érvényes a Pythagoras-tétel ebben az esetben is: a befogdra
emelt négyzetek 6sszege egéenlé az atfogéra — ezuttal a négyzet atléjara — emelt

nagyobb négyzettel: par=rde.

b

A kérdés csak az, milyen szam jelolhetné a négyzet atldjanak (d) a hosszusagat,
ha az oldal hosszusaga valamely a szam? Erre a kérdésre — abban a specialis
esetben, ha a négyzet oldala a=1 — igy feleliink mi: d pedig V2. (A gérogok viszont
ezt ugy fejezték ki: a négyzet oldala (a) és atldja (d) két 6sszemérhetetlen mennyiség.
Mert barmilyen szam legyen is a, nem mérhetd ugyanannak a szamnak az egysége-
ivel d. Nincs olyan paranyi egység, amellyel maradéktalanul megmérhetnénk d-t, ha
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el6z6leg megmértilk a-t. Ha viszont forditva: d-t mérjik meg valamilyen egységekbdl
4ll6 szammal, akkor a lesz hozzamérhetetlen.

Miel6tt 6sszehasonlitanank ezt a kérféle megfogalmazast, vegyuk most azt az
esetet, amely feltint a gérogoknek mar a Platén el6tti korban. Mekkora lesz a
négyzet atléjanak a hosszusaga, ha az oldal a=5? A valasz erre az kell legyen: d
valamivel nagyobb lesz mint 7. Mert ebben az esetben — a Pythagoras-tétel szerint —
a befogdkra emelet négyzetek 0sszege: 2a® = 2x52 = 50. Ha viszont a 7-et négyzetre
emeljik, csak 49-et kapunk. Ebben esetben tehét a kdzelité atlo azért 7, mert ennek
a négyzetéhez még hozza kell adnunk 1-et, hogy megkapjuk a befogbkra emelt ket
négyzet dsszegét. — De vegyilink most egy masik esetet. Legyen ezuttal a négyzet
oldala a=12. Mekkora lesz most a négyzet atléja? Minthogy az oldal kétszeres
négyzete ezuttal 2a’ = 2x12° = 288, az atl6 olyan szam kell legyen, amelynek négy-
zete legalabb kozeljar a 288-hoz. llyen szam a 17, mert 172 = 289. Csakhogy ez a
szam eggyel tdbb, mint ami nekiink kellene. A keresett atlé tehat valamivel kisebb
mint 17, mert ehnnek a négyzetébdl (289) egyet le kell vonnunk (-1), hogy megkapjuk
az oldal kétszeres négyzetét (2a2 = 288).

Tudtak a gérogok mar a Platén el6tti korban azt is, hogy 6sszeallithaté nagyon sok
olyan négyzet, amelynek atl6ja megkdzelitheté valamely egész szammal. Csakhogy
az ilyen négyzetek atl6jara emelt négyzet mindig eggyel kisebb vagy nagyobb, mint
az oldal kétszeres negyzete.

Figyeljuk meg az alabbi tablazatot! Jelentsen az |. oszlop négyzetoldalakat (a); a
1. uzgyanabban a négyzetek “kozelité atl6it" (d); a lll. az oldalak kétszeres négyzeteit
(2a“), a IV. pedig a kozelité atlék négyzeteit (d2). Amint az V. oszlopbdl latjuk, a
kozelitd atlék négyzeteihez hol hozza kell adnunk egyet, hol meg le kell vonnunk
beléle ugyanezt, hogy megkapjuk az oldalak kétszeres negyzetét.

a d 2a2 d2
1 1 2 1 +1
2 3 8 9 -1
5 7 50 49 +1
12 17 288 289 -1
29 41 1682 1681 +1
70 99 9800 9801 -1
169 239 57122 57121 +1

408 577 332928 332929 -1

Konny(d belatni, hogy ez a tablazat végtelen, azaz vég nélkil folytathatd, szinte
gépiesen. A figyelmes olvasé azt is észreveszi mindjart, hogy kapjuk meg barmely
sorbdl az utana kovetkez6t. Az 6todik sorban pl. a négyzet oldala a=29, a megel6z6
sorbdl az oldal és az atlé 6sszege (12+17); az atlé viszont ugyanebben a sorban:
kétszer az oldal + egyszer az atlé ugyancsak a megel6z6 sorbél: 2x12 + 17 = 41. Ami
ezutan jon még a kiegészitends sorban, az mar csak négyzetre emelés és duplazas,
lletéleg +1 vagy -1.

Kitérhetnénk itt arra az érdekes kérdésre is: hogyan viszonyitottak be az antik
matematikusok, hogy ez a tablazat végtelenul folytathaté? Hiszen soha senki még
olyan “végtelen tablazatot” nem csinalt, amelynek minden egyes tagjat csakugyan
el6allitotta volna! De hagyjuk most a matematikai bizonytas elméleti kérdéset!
Inkabb alakitsuk 4t az el6bbi tablazatot a kovetkez6képpen. Alljon az |. oszlopban
mindentt a vizsgalt négyzet atléja (d), a ll-ban meg az oldala (a); a lll. oszlop legyen
a kettének egymashoz valé viszonya (d:a); a IV. meg az el6bbi arany tizedes tortté
alakitva! (lgaz, az 6koriak nem ismerték a tizedes torteket. De mi megengedhetjuk
magunknak ez a pusztan technikai uUjitast, mert ez — mint majd latni fogjuk —
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egyszerre jobban megvilagitja szamunkra annak a tablazatnak az értelmét, amelyet
antik szovegek utbeigazitasa nyoman allttottunk 6ssze.)

d a d:a?
(1) 1 1 1:11 1
(2) < 2 3:2 1.5
(3) 7 5 7/5s 14
(4) 17 12 17:12 1.41666. ..
(5) 41 29 41:29 1.4137931...
(6) 99 70 99:70 1.4142857. ..
(7) 239 169 239:169 1.41422011. ..
(8) 577 408 577:408 1.41422156. ..

Ha ezek utan figyelmesen megnézzik a tizedes torteket a IV. oszlopban, mindjart
feltinnek a kdvetkezdk.

1. Alegkisebb szamot az elsé sorban, alegnagyobbat pedig a masodikban talaljuk:
1 és 1,5. A harmadik sortdl kezdve a tizedes tortek mind e két érték kozé esnek. Az
els6 két sor tehat két szélsé ertéket mutat.

2. Eszrevessziik azt is, hogy a paratlan sorokban (3, 5, 7 ...) olvashaté értékek
mindig kisebbek, mint a kdzvetlen el6ttuk allé paros sorok (2, 4, 6 ...) értékei.

3. A paratlan sorokban tehat novekednek, a parosakban pedig csokkennek a
tortek.

4. A ndvekedés és a csOkkenés, Ugy latszik, egy kozbulsé érték felé tart.

Csakugyan, ha kiszamitjuk a V2 értékét — hét tizedesig —, ezt kapjuk: 2 = 1,4142135
... Persze, a V2 igazaban végtelen tizedes tért. De mi itt most beérjiik a hét tizedesig
terjedd pontossaggal.

A tizedes tortek a |V. oszlopban tehat a V2 egyre pontosabb értékei. De mit jelent
akkor az a tény, hogy elsé tablazatunk végtelenul folytathaté? — Ez azt jelenti, hogy
a V2 értékét — mint a matematikus mondana — tetszéleges pontossaggal megadhat-
juk ugyan, de barmilyen sokszamjegy(l tortet, vagy tizedes tortet veszink is, ez
mindig valamivel nagyobb vagy kisebb lesz, mint V2, egyik sem lesz pontosan V2.

De akkor tdn nem is tudnank megszerkeszteni a V2-t, mint geometriai pontot?
Dehogyisnem. Legyen egy tetszdleges hosszusagu szakasz az 1 geometriai képe.

Adjuk hozza ugyanennek afelét; ez lesz a geomet-
rial 1,5. E kozott a két érték kozott helyezkedik el
valahol a V2. Hogy hol, azt a kovetkezéképpen alla-
pitiuk meg. Neégyzetet szerkesztunk az egysegnyi
szakasszal

Majd korzényilasba vesszuk a megszerkesztett
négyzet atléjat, és ramérjuk ezt a tavolsagot szame-
gyenesunkre. E szakasz végpontja—az 1 ésaz 1,5
kozott — lesz a V2 geometriai képe. Ott van tehéat ez
a pont valahol a szamegyenesunkon. Meg is kozelit-
hetjuk ezt tortekkel — jobbrdl vagy balrdl, felulrél vagy
alulrél, de soha el nem érhetjuk.
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Ha pedig ezek utan azt érdezzik: “Van-e legkisebb?" — gy latszik, erre a kérdésre
kulonos, bizonyos véalasz kivankozik. A geometria szerint nincs legkisebb. Mert az
osztas gondolatban vég nélkul folytathaté. Hiszen a pont az, aminek nincs része, és
nincs két szomszédos pont. Mert barmilyen kozel legyen is egymashoz két pont, még
mindig végteleniil sok tovabbi pont lesz a ketté kozétt. De mintha ez a valasz csak a
gondolatot tekintve lenne igaz. Es ugyan milyen értékben “tiikrézi” gondolkodasunk
a fizikai, az anyagi valésagot?

Mert még évatosabb valaszt kell adnunk, ha a fizikai, az anyagi valésagra vonat-
kozik a feltett kérdés. Az anyagi valésagban az osztas nem folytathatdé vég nélkul. Ez
bizonyos hatéron — jéllehet ez a hatar idében korantsem alland6 — érzékszerveink
vagy miszereink, eszkozeink felmondjak a szolgalatot, és igy elérkezunk valami
“legkisebbhez". Igaz, az igy megtalalt “legkisebb” még sohasem bizonyult végleges-
nek. Elvben tehat megvan a lehetésége annak, hogy tuljussunk a pillanatnyilag elért
legkisebben. Es akkor Ujra felmeril a kérdés: vajon nincs-e valami még ennél is

kisebb?
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