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A matematika
és a fizika kapcsolata

A fizika tanitdasaban nagy mértékben tamaszkodunk
a matematikai ismeretekre, melynek bemutatdsdt révid
tudomdnytorténeti kontextusban tessziik meg a téma
Jfontossdga miatt.

Tudomanytorténeti hattér

kivalé matematikus volt egyben fizikus is. Kordbban a polihisztorok voltak jel-

lemzdek a tudomanyok vilagara, vagyis nem kizarolag egy tudomanyban, illets-
leg annak egy diszciplindjaban jartas szakemberek voltak a tudosok, a természettudo-
manyok képviseloi.

A fizika sok esetben a felismert matematikai modszerek alkalmazasi teriileteként jelent
meg. Azonban nem egy olyan esetet ismeriink, amikor a fizikai jelenség leirasdhoz dol-
goztak ki 1j matematikai modszert (Sain, 1978).

Galileo Galilei volt az elsd, aki kovetkezetesen alkalmazta az altala vizsgalt termé-
szettorvények matematikai leirasat, els6sorban kvantitativ eszk6zoket hasznalva, melyet
irasunk késébbi részében részletesebben is bemutatunk. Okori elédje Arkhimédesz volt,
akit a mechanika atyjanak kell tekinteniink. O volt az, aki dsszekapcsolta elészor a fizi-
kai kisérleteket ¢s a matematikai 0sszefiiggések megfogalmazasat. Kdnyvei azonban egy
iddre elvesztek, csak Galilei idejében kertiltek eld, megtermékenyitve az ujkori termé-
szettudomanyt.

René Descartes (1596—1650) szerepe is kiemelkedé a matematika és a fizika kap-
csolatat illetéen. Az igazsagok kutatasara legalkalmasabbnak a deduktiv matematikai
madszert tekinti. Jelentés eredménye az analitikus geometria létrehozasa és fejlesztése.
Christiaan Huygens (1629—1695) az ingaora tokéletesitése kozben egész sor sikgorbét
tanulmanyozott. Szamos felfedezést tett az ivhossz- és teriiletszamitasban. Az arkhimé-
dészi modszer kovetkezetes alkalmazasaval a differencial- és integralszamitas jelentds
elokészitdje volt.

A differencial- és integralszamitas modszerének kifejlesztése Isaac Newton és vele
parhuzamosan Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) érdeme, e matematikai eszko-
zoknek donto jelentésége volt a mechanika kialakulasaban. Ezzel parhuzamosan alakult
ki a differencidlegyenletek elmélete és a fizikat is szorosan érinté megoldasa, az ezzel
foglalkozok tobbnyire egyszerre voltak fizikusok és matematikusok. A kézdnséges dif-
ferencialegyenletek elméletének uttdrdi Jacob és Johann Bernoulli voltak. Jean Le Rond
D’Alambert (1717—-1783) tekintheté a parcialis differencialegyenletek egyik megalko-
tojanak. Az 1742-ban megjelent, a hiirok rezgésérdl szolo konyvében ismerteti eldszor
a parcialis differencidlegyenletek alapvetd leirasat. A h6vezetés elméletével foglalkozo
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768—1830) a rola elnevezett sorok segitségével oldotta
meg parcidlis differencialegyenleteit. Joseph Louis Lagrange (1736—1813) az analizis
modszereit alkalmazta a merev testek mechanikajara. Pierre Simon Laplace (1749—1827)
fizikai munkaiban jelentés mértékben fejlesztette az analizist. Sok eredménye sorolhato
a matematikahoz és a fizikahoz egyarant.

ﬁ matematika torténetének tanulmanyozasa soran megallapithatjuk, hogy sok
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Karl Friedrich Gauss (1777—1855), akit a matematika fejedelmének is neveznek, szintén
maradandot alkotott a fizika teriiletén. Azon erdk elméletével foglalkozott, amelyek fordi-
tottan aranyosak valamely tavolsag négyzetével. E kutatas eredményeként sziiletett meg
a matematika 0j 4ga, a potencialelmélet, amely a fizikdban is gyliimolcsdzonek bizonyult.

Nem csak a mechanika kiteljesedésében, de a modern fizika megsziiletésében is
komoly szerepe volt a matematikanak. Az altalanos relativitdselmélet jelentds mérték-
ben épit a Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) geometriajaval kapcsolatos
matematikai ismeretekre, a kvantummechanika jelentés mértékben tamaszkodik az alta-
la hasznalhato fiiggvények (pl. gdmbfiiggvények) leirasara, de a példak végtelenségig
sorolhatok.

A matematika és a fizika kapcsolata az oktatasban

A matematikat a fizika tanulasa kdzben eszkoztudasként hasznaljuk, a fizika leird nyel-
veként alkalmazzuk. E cikk iroi szerint hibas az olyan eljaras, mikor az &sszefliggések
egyszeriien csak felkeriilnek a tanérakon a tablara —szinte magyarazat nélkiil —, hogy
aztan abba behelyettesitve szdmoljanak a kdzépiskolasok, mely a tanulok elmondasa sze-
rint sokszor megtorténik. Ugyanis ekkor a didkoknak fogalmuk sincs arrél, hogy mit is
szamolnak valojaban, még ha meg is kapjak a helyes végeredményt. Am ha részletesen
megtargyaljuk a matematikai formula formai jelentését és annak valosagos effektusként
vald megnyilvanulasat (példaul a derivalt valaminek a sebességét jelenti, a teljesitmény a
munkavégzés ,,sebessége”), akkor ez segit a fizikai jelenségek értelmezésének megkonst-
rualasaban, a természettudomanyos szemlélet fejlodésében, a jelenségek megértésében
(Nagy, 2013). Es az 0ij ismeretek rogziilését is elésegiti a tobbféle nézépont, mikozben
fejlesztjiik a tanulok absztrakcids készségét.

Kisérletek értelmezésénél felirhatunk matematikai formulakat a fizikai mennyiségek
megfigyelt Osszefliggéseire. Jelenleg a kapcsolat felismerése sem szokott sok esetben
megvalosulni, egymastol fiiggetleniil latjak a didkok

— a szamitasos feladatok szamszerii végeredményeit,

— a torvényeket megado képleteket,

— ¢és a valodi jelenségeket.

Pedig célszerlien a jelenséget szavakban, a fizika szokincsének felhasznalasaval, és
matematikai alakkal is leirhatjuk. Fontos, hogy a didkok érezzék és értsék a kolesdondsen
egyértelmii megfeleltetést, a szoros kapcsolatot a leiré matematika és a jelenség kozott,
de a kiilonbséget is lassak a formalis leirds €és a valddi, megfoghato jelenség kozott!
Fontos azonban az, hogy a kisérletek végzése és a hozza tartoz6 matematikai apparatus
fejtegetése ne egymastol elszakadva torténjen tigy, hogy csak a jelenség neve kdsse dssze
a két dolgot. Minden egyes effektus egyértelmiien leirhaté matematikai jelrendszerrel
is, akar az egyes kifejezések a siket-néma jelbeszédben. Nagyon fontos a jelenség és a
matematikai formula kozti megfeleltetés kifejtése, a kapcsolat jelzése, hangsulyozasa, az
Osszefiiggések kiemelése, mert ezek megértése jelenti a természettudomanyos szemlélet
meglétét.

A fizika és a természettudomanyok jelrendszere a matematika. Ugyantigy irunk le
jelenségeket matematikai képletekkel, ahogyan a zenében ritmikus hangsorokat kottaval,
a verstanban révid és hosszu szotagok valtakozasat példaul daktilusokkal és spondeusok-
kal, vagy 6nmagaban barmely nyelvben a szotagokat betlikkel. A fizikdban a hangok, a
mondanivald szerepét a jelenség, a fizikai torvények, mig az irott alak szerepét a képlet
tolti be.

Aranyossagokat irunk fel, egyenleteket oldunk meg, fiiggvényeket, grafikonokat raj-
zolunk. A két tudomany tanulmanyozasanak dsszehangolasa eléfeltétele az eredményes
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fizikatanulasnak. Az egyértelmi, hogyha a didkok nem ismerik a leird nyelvet, akkor
nem értik az ezen a nyelven torténd leirast sem, akkor nem tudnak 6nallo jelenségleira-
sokat konstrualni. Mivel mar a jelenség leirdsa sem torténhet igy meg, ezért a mélységes
megértés esélytelen.

A mai fizikatanitds soran gyakran valik egyoldaluva a fizikai jelenségek matematikai
leirsa, és elsikkad a kvalitativ elemzés, a fizikai 1ényeg megértése. Ugy véljiik, hogy a
fizikatanitas soran novelni kell a kvalitativ elemzés szerepét. Ez azonban nem vezethet
— ellentétes hibaként — a matematikai leiras elhanyagolasahoz. A gyerekkel mar a fizika-
tanulas elejétdl meg kell értetni, hogy a teljesebb fizikai leiras igényli a matematikai esz-
kozok hasznalatat. Korabban a fizika tankdnyvekben a matematikai eszk6zok hasznalata
kozépiskolai szinten is nagyobb szerepet kapott (Radnoti, 1995). Tobb olyan fogalmi val-
tas van a fizika tanulasa sordn, amelyet lényegesen segithet a matematikai formalizalas.
Kiilondsen fontosak a kiilonb6z6 becslések, egyes fizikai mennyiségek nagysagrendjei-
nek megallapitasa. De még egyszer hangstlyozzuk, hogy a fizikai jelenségek megértése
szempontjabdl a kvalitativ elemzésnek van dontd jelentdsége.

A matematikai leiras bevezetésének fokozatosan kell megtorténnie. Hidba tanulta
mar matematika 6rdn a gyerek a szamunkra sziikséges ismeretet (ha tanulta), a transzfer
nehéz, az 0j helyzetben valo alkalmazas nem kdnnyti. Sokszor mas betiiket is haszna-
lunk, mint a matematika 6ran. Tovabba a fizikai mennyiségeknek tobbnyire mértékegy-
sége is van, amivel szintén matematikai miiveleteket végziink.

Az egyenes, illetve a forditott aranyossag fogalomkorét felhasznalo fizikai feladatokat
elészor célszerti kovetkeztetéssel megoldani, miel6tt a képletszerti format hasznalnank.
Napjainkban mar sok fizika tankonyv, példatar mutatja be mindkét modszerrel a megoldast.

Nem tartjuk kovetendd példanak a szintén elterjedt, igynevezett segitd haromszogek
hasznalatat, mivel ebben az esetben csak mechanikus képletbe valo behelyettesitést lat-
nak a gyerekek a fizikai jellegii problémak megoldésa soran. Es nem tartjuk helyesnek az
olyan feladatok megoldasat sem, amikor pl. egy tablazat hianyzo6 adatait kell minddssze
kiszamitani egy algoritmus segitségével. Ez csak a képletek memorizalasahoz vezet,
de nem lesz mogotte fizikai tartalom. Fontos, hogy a gyerekek igazabdl ne képleteket,
hanem 0sszefiiggéseket, fliggvényszert kapcsolatokat 1assanak a fizikai torvények mate-
matikai megfogalmazasai mogott (Radnoti, 2002).

A tovabbiakban vazlatosan bemutatjuk a NAT 2012-ben és a hozza tartozo kerettan-
tervekben megtalalhatd kapcsolatokat a matematika és a fizika tantargyak esetében.

— Kiilonboz6 tipust egyenletek megoldasa, elsé és masodfoku egyenletek, egyenlet-
rendszerek (az egyenleteknél fontos, hogy a két oldal egyenld, aminek fizikai és
kémiai vonatkozasai a megmaradasi tételek).

— Mennyiségek kiszamitasa képlet alapjan, képletek atrendezése.

Els6foku fiiggvények, linearis fliggvények:
— Linearis kapcsolatok felfedezése a hétkéznapokban: egyenesen és forditottan ara-
nyos mennyiségek.
— Pé¢ldaul, mitdl fiigg a nyomas? P=F/A
* A nyomoerével egyenesen, mig a nyomott feliilettel forditottan aranyos.
« Pe¢ldak a feliilet csokkentésére — kés
* Novelésére — sield

Alapvet6 a fizikdban a vektorokkal torténd leiras. Sok esetben a skalar fogalmakat is
vektorokbdl alkotja meg, mint példaul potencial, fluxus.
— Pitagorasz tétel és megforditasanak bizonyitasa és alkalmazasa.
— Fizika: lejtén mozgo testre hatd erdk kiszamitasa; elektrosztatikaban 3 pontszerQ
toltés megfeleld tavolsagviszonyainak megadasa, mint az egyensuly feltétele;
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sztatikaban adott tomegii test hatasara ismert hosszisagt fonalakban ¢bredd erd
kiszamitasa adott tavolsagli azonos magassagu rogzitési pontok esetében.

— Miveletek vektorokkal:
* Osszeadas (paralelogramma-mddszer, lancmoédszer);
¢ Kkivonas;
* szammal valo szorzas.

— Vektor felbontasa osszetevokre.

— A vektormiiveletek tulajdonsagai.

— Fizika: hasonl6 haromszogek alkalmazasa — lejtémozgas, geometriai optika, sztati-
ka, elektrosztatika.

— Keét vektor skaldris szorzata. A skalaris szorzat tulajdonsagai.

— Merdleges vektorok skalaris szorzata.

— Fizika: munka, elektromossagtan.

Szamolas 10 hatvanyaival, 2 hatvanyaival.
— Hatvanyokkal val6 szamolas, szamok normal alakja, és az ezekkel vald szamolas,
nagyon kicsi és nagyon nagy mennyiségeknél.
— Hatvanyozas.
— Tortekkel valo szamolas, mértékegységekkel valo miiveletek.
— Fizika: mértékegységek normal alakban, barmilyen szamitasos probléma meg-
oldasa.

Trigonometrikus, egyenletek és egyenldtlenségek.
— Fizika: rezgémozgas, adott kitéréshez, sebességhez, gyorsulashoz tartozé idépilla-
natok meghatarozasa.

Exponencialis fiiggvény:
— Az exponencialis fiiggvény abrazolasa, vizsgalata.
— Fizika: radioaktivitas szamitdsi feladatai, statisztikus fizika alapgondolatai.

A kovetkez6 témakat viszont szeretnénk, ha érintené a matematika oktatasa:
Analizis alapjai
— Fiiggvények elemzése differencidl- és integralszamitassal.
— Fizika: a fizika minden teriiletén differencialegyenletekkel torténik a jelenségek
leirasa, melyhez sziikséges a differencidl- és integralszamitas.

Kombinatorika és valoszinliségszamitas alapjai a természettudomanyoknak megfeleld
szemléletben is:
— Kombinacidk, permutaciok, valdszinliség, valdsziniiségi eloszlasok (normal elol-
SZ4s)
— Fizika: statisztikus fizika (részecskék iitkozése), mag -és részecskefizika (atom-
magok bomlasa)

Kiemelten fontos a fiiggvények szerepe a fizikai leirasmod soran €s a jelenségek leirasa-
ban, a problémak, feladatok megoldasaban, mint példaul: fiiggvények abrazolasa, fiigg-
vények menetének, meredekségének, szélséértékeinek (minimum, maximum) vizsgalata,
fliggvénygorbe alatti teriilet kiszamitasa.

Annak targyalasa, hogy milyen tartomanyban van fizikai értelme egy fiiggvénynek
(pl. lehet-e negativ), vagy az egyenes aranyossag csak bizonyos feltételek mellett érvé-
nyesiil: példaul er6 — megnyulas (elszakad a kotél), hokozlés — melegedés (megolvad az
anyag) fesziiltség — aramerdsség (az ellenallas fiigg a homérseklettdl). A matematikai
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eszk6zok alkalmazasanal meg kell vizsgalni a fizikai tartalmat is. A matematika altalano-
sabb, elvontabb, sterilebb, a fizikai (és kémiai) alkalmazas konkrétabb és csak bizonyos
hatarok kozt érvényes.

A fliggvényeknél fontos hangsulyozni, hogy a realis folyamatokat leiré fiiggvényeknél
nem lehet szakadas, vagy végteleniil gyors valtozas (példaul megall az autd).

A tanuldk a matematikai modszereket sokszor automatikusan, gondolkodas nélkiil
alkalmazzak a fizikai problémak megoldasara, nem gondolnak bele, hogy bar a megoldas
matematikailag helyes, de nincs fizikai értelme, vagy gyakorlatilag lehetetlen. Példaul
masodfoku egyenlet megoldasanal nem biztos, hogy mindkét eredménynek van realis
fizikai tartalma.

Galilei szerepe a fizika és a matematika
kapcsolatanak megteremtésében

A matematika ¢s a fizikai jelenségek 0sszekapcsolasa Galilei nevéhez fizédik, aki elso-
ként hasznalt fiiggvénykapcsolatot két valtozo kdzott, mely konkrétan az egyenes vonali
egyenletesen gyorsuld mozgas jelenségéhez kapcsolodik. A pillanatnyi sebességet abra-
zolta az 1d6 fiiggvényében és probalta adott idétartam alatt a megtett utat meghatarozni,
mely ténylegesen integralasnak tekinthetd (Galilei, 1986; Vekerdi 1997). Az éltala beve-
zetett modszer valt a késébbiekben a fizika, majd gyakorlatilag az dsszes természettu-
domany alapjava. Gondolatmenete a kdvetkezd volt, melyet érdemes nyomon kovetni.

Nézziik Galilei szovegét! ,,A nyugalombol induld, egyenletesen gyorsulo test tetszo-
leges utat ugyanannyi id6 alatt tesz meg, mintha olyan egyenletes sebességgel mozogna
ugyanezen Uton, melynek értéke fele az emlitett egyenletesen gyorsuldé mozgasban szer-
zett végsé és legnagyobb sebességértéknek.” Es itt kovetkezik az a grafikus abrazolas,
melyet Galilei alkotott meg a jelenség abrazolasahoz, amely valdjaban nem mas, mint
egy sebesség — id6 fiiggvény.
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1. abra. Galilei sebesség — id6 fiiggvénye (forrdas: www.kfki.hu)

A test a CD tavolsagot teszi meg nyugalombdl indulva, allando6 gyorsulassal. Az AB sza-
kasz jeloli az ehhez sziikséges 1d6t (ez az idétengely). Az EB szakasz jelzi a végsebesség
nagysagat. Kozben pedig a vizszintes vonalakkal jelolte az egyre ndvekvo sebesség-
értékeket (1. abra).
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Az ABE haromszog teriilete jelzi az Ut nagysagat. Ezt Gigy latta be, hogy vette a végse-
besség felét, melyet az I-ben végzodo vizszintes egyenes jeldl, és belatta, hogy az ABGF
téglalap teriilete megegyezik az elébbi ABE haromszog teriiletével. (Mintegy kiintegralta
a ,,sebességgorbe alatti teriiletet”, ahogy ma mondanank, csak mi forditva vessziik fel a
tengelyeket.) Vagyis az egyenletesen valtozé mozgast megprobalta ugy leirni, mintha
egyenes vonall egyenletes mozgast végezne a test a végsebesség felével. Es ezt a mod-
szert alkalmazta tobb esetben is, hiszen csak igy tudta elvégezni az integralast.

Nézziik meg, miként bizonyitotta Galilei, hogy a megtett tavolsag az id6 négyzetével
aranyos, ¢s hogy egy ilyen mozgasnal az egységnyi id6 alatt megtett utak Ggy aranyla-
nak egymashoz, mint az eggyel kezd6d6 paratlan szamok. A bizonyitas soran kétszer is
alkalmazta az ardnyossagi tételt, mely kissé bonyolult:

1. Hivatkozott arra a tételre, amelyet az egyenes vonalu egyenletes mozgassal kapcso-
latban irt, mely a kovetkezo: ,,Adott két egyenletesen, de kiilonbozé sebességgel
mozgo test. Kiilonb6z6 iddintervallumok alatt megtett utjaik aranya a sebességek
aranyanak ¢s az idGintervallumok aranyanak szorzata.”

2. Majd hozzateszi a kdvetkez6t: ,,Ebben az esetben azonban a sebességek aranya
megegyezik az id6intervallumok aranyaval. [...] Vildgos tehat, hogy a megtett utak
aranya a mozgashoz sziikséges idok aranyanak négyzete.”

Mai jeliiléseinket hasznalva a kdvetkezOképp irhatjuk fel a fenticket:
1. Az utak aranyanak kiszamitasa a kozepes sebességek hasznalataval, mely a legna-
gyobb sebesség fele:

$1=—

2 =—
Majd a kettd aranya:

S, gty

2. Most figyelembe vessziik a sebességek iddszerinti egyenletes valtozasat:
v 4
v, 1
¢és ezt behelyettesitjiik az utak aranyat leird osszefiiggésbe:
s;_tf
s, t2
és megkapjuk a négyzetes Osszefiiggést mai jeloléseink alkalmazasaval.

Galilei tovabbi yjitasa az volt, hogy mig kordbban aranyokat csak hossziisagokra fogal-
maztak meg, addig 6 hosszusagok ¢és idok, illetve sebesség és id6 aranyokat is felhasz-
nalt. Valdjaban ezért volt arra sziiksége, hogy valamilyen grafikus abrazolasi lehetdséget
keressen, vagyis az id6t is, és a sebességet is, mint hosszisagot abrazolta.
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A négyzetes Osszefliggés magyarazataként Galilei adott egy egyszer(ibb bizonyitasi
lehetdséget, melyben nem szerepelnek aranyok. A 2. abra szintén egy sebesség — id6
fliggvény, ahol a ,,gbrbe alatti teriilet” a megtett ut.

.
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i

P R D [

2. dabra. A gorbe alatti teriilet (forras:www.kfki.hu)

Az AC, CI ¢és 10 idéegységek egyformak. Az elsé id6egység (AC) alatt megtett Gt az
ACB teriilet, mely megegyezik az ACDE teriilettel, mint azt az elébb lattuk. A masodik
iddegység alatt (CI) megtett Ut kiszamitasahoz szintén az iddintervallum alatti kozepes
sebességet veszi, mely lathatéan haromszorosa az elsének. Az iddintervallum kezdetén
meglévod sebességgel két egységnyi utat tenne meg, de ehhez hozzdadodik még egy egy-
ség a gyorsulas miatt.

A harmadik (IO) iddintervallum alatt 6tszordse a megtett ut az elsének, mely az el6-
z6hoz hasonléan lathato. Es ezek valoban az egymas utdn kovetkez6 paratlan szamok.

Tovabba az is leolvashatd, hogy egy idéegység alatt egy, a két idéegység alatt mar
négy és a harom iddegység alatt mar kilencszeres a megtett ut az elsé egységhez képest.
Ami a négyzetes torvény, és a sor az elébbiekhez hasonloan folytathato.

Az oktatas soran a didkok tanulmanyozhatjak a fent kozolt eredeti abrakat, amely
véleményiink szerint segithet az egyaltalan nem egyszerii és konnyi kinematikai alap-
fogalmak elsajatitasaban és megértésében.

Mai jeloléseinket és abrazolasmodunkat hasznalva Galilei gondolatmenete a kovet-
kez6:

v=a.t

mely nem mas, mint egy, az origdbol induld egyenes egyenlete, mivel nulla a kezddse-
besség. A 71d6 alatt megtett ut kiszamitasahoz ténylegesen egy integralast kell elvégezni,
amikor a kovetkez6t kapjuk:

s =at2,
ez egy négyzetes fiiggvény, egy origobol induld félparabola egyenlete, ha az origdt
valasztjuk a mozgas kiindulopontjanak.

Galilei abrajat at lehet rajzolni mai abrazolasmodunknak megfelelden (3. 4bra), az
egyes iddegységek alatt megtett utakat is téglalapokkal jeldlve.
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sebesség

idéegység
3. dbra. Galilei abrdjanak mai valtozata

A szabadesés esetében, ha 1 s-os idéegységet valasztunk, akkor egy téglalap teriilete
éppen s = g> /2 = 5 m. Masodpercenként 10 m-rel tobb utat tesz meg a test az el6z8
masodperchez képest idealis kornyezetben (vakuumban és homogén gravitacios mez6-
ben). Ez egyben a fiiggvény meredeksége, ami természetesen megegyezik a gyorsulas
mérészamaval, melyet 10 m/s?-tel kozelitettiink.

Egy adott feladat megoldasakor valdjaban a fiiggvények — v(?), s(t), a(t), F(s) stb. —
egy-egy pontjanak koordinatait szamitjuk ki.

A fizika torténetében Galilei volt az, aki elsd izben beszélt a mellékes hatasok elha-
nyagolasanak sziikségességérol, elképzelte, hogy milyen is lehet az igynevezett ,,idealis”
eset. O volt az, aki ezzel bevezette modellalkotast a természettudomanyos jelenségek
leirasahoz, amely kiemeli a 1ényeges elemeket és a tobbit elhanyagolja, egyszerisit, és
ezzel a jelenséget hozzaférhet6vé teszi a matematikai targyalas szdmara, ¢és ez dontd
jelentdségli volt a késébbi fejlédés szamara. Napjainkban mar természetes modon alkal-
mazzuk ezt a mddszert. A fizika sok modelljét hasznaljuk a feladatmegoldasok sorén is,
mint surlddasmentes mozgas, idealis gaz, merev test, pontszer( test, nydjthatatlan fonal,
a kozegellenallas elhanyagolasa stb. amint az az els6 fejezetben leirtuk.

Galilei vizsgalta a kiilonboz6 stiriiségli testek kiilonféle kozegekben végzett mozga-
sait, majd ezekbdl altalanositassal, szinte szabalyos hataratmenettel eljutott ahhoz az
alapvetd tételhez, hogy a vakuumban minden testnek, stirtiségétdl €s alakjatol fiiggetle-
niill egyforma gyorsuléssal kell esnie. A kdvetkezot irja: ,,...ha a kozeg ellenallasat telje-
sen megsziintetnénk, minden test azonos sebességgel zuhanna.”

Egyenletrendszerek megoldasa a fizikaban
A fizikaban gyakran el6fordulnak egyenletrendszerek. Példaul ilyen mikor pontrend-

szerek esetében (4. abra) felirjuk az egyes pontszert testekre vonatkozd mozgasegyen-
leteket.
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4. dbra. Pontrendszer elemeire hato erdk (a kép forrasa: Tasnadi, Skrapits és Bérces, 2004)

A mozgasegyenletek:

1. E®+XYF =ma
Ly Ly 14
2. Ez(k)+;ZEZj:m2a

—_— i=i

. % : _
i. FI.()+Zj.I_7ij—m,a

N. EN(k)+ZjEM=mNz_1N
Ez egy N db egyenletbdl all6 vektoros egyenletrendszer. A matematikdban az egyenlet-
rendszerek megoldasara tobbféle modszer is van.

Kétismeretlenes egyenletrendszer lenne, ha csak az 1. és 2. egyenlet szerepelne, ez 2
pontszerti test esetén volna. Ekkor alkalmazhato a behelyettesitéses modszer, az dssze-
hasonlité mddszer, az egyenld egyiitthatok modszere vagy a grafikus modszer az egyen-
letrendszer megoldasakor (tovabba mivel linedris az egyenletrendszer, a Cramer-szabaly
is hasznalhato, de ahhoz ismerni kell a determinans fogalmat is).

Tehat az ilyen jellegii fizikai problémak megoldasa igényli az egyenletrendszerek meg-
oldasi mddszereinek ismeretét. De egyben jo gyakorlasi teret is jelent ennek a témanak.

Altalanossagban egyenletrendszerrél van sz6, ha létezik minimum 2 olyan egyenlet,
melyek kiilon-kiilon kapott megoldashalmazanak metszete az eldbbi egyenletek mind-
egyikének megoldasa lesz (tehat a teljes rendszerre megoldast jelent). Jel6lés szerint
az egyes egyenletek szdmozva vagy kapcsos zardjellel ellatva torténd egymads ala irasa
mutatja, hogy egyenletrendszerrdl beszéliink.

A legtdbbszor nemesak 2 egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasa jelenti a fizikai
problémak megoldasat, hanem tobbismeretlenesé.

Az egyenletrendszereket tobbféleképp csoportosithatjuk: jellegiik, fokuk tovabba az
ismeretlenek és az egyenletek relativ szdma szerint is.

— A fizikaban legtobbszor differencialegyenleteket oldunk meg, de gimnaziumi tanul-
manyok soran ezek még sokszor algebrai egyenletek alakjaban szerepelnek. Sta-
tisztikus fizikaban kapnak helyet a transzcendens egyenletek. Mig a hibrid (vegyes)
paraméteres egyenletek megoldasara féleg elektronikaban kertil sor.
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— A megoldando egyenletek foka eltérd. Leggyakrabban els6- vagy masodfoku (inho-
mogén) differencialegyenleteket oldunk meg.

— Akkor tudunk megoldani egy fizikai kérdést, ha elegend6 egyenlet van adott isme-
retlenhez. Es a fizika feladatoknak legtobbszor egzakt, egyértelmii megoldasa van.

Attol fliggben, hogy milyen tipust egyenletrendszerrel (vagy egyenlettel) dolgozunk,
eltéré a megoldas lehetséges algoritmusa. Eléfordul, hogy tobb eljaras is alkalmazhato,
ekkor altalaban valamelyik 1ényegesen egyszer(ibb, gyorsabb, vagy kisebb hibalehetdsé-
gl a tobbinél. Ha linearis az egyenletrendszeriink, akkor a tudomanyos életben féként
Gauss-eliminacioval dolgozunk, mert gyors eljaras.

Az eliminacio sz6 kikiiszobolést jelent. A megoldasi folyamatban linedris transzforma-
ciok sorozatat végezziik el az egyenletrendszer kibdvitett matrixaval, és igy az egyenlet-
rendszert haromszog- vagy diagonalis matrixszal reprezentalhat6 alakra vezetjiik vissza.

Nem minden 1épés megengedett. Az altalunk végzett atalakitas akkor és csak akkor
linearis, ha ennek soran

— 2 egyenletet felcseréliink vagy

— valamelyik egyenlet(ek)et tetszéleges skalarral szorozzuk vagy

— az egyik egyenlethez valamelyik masik skalarszorosat (lehet negativ szamszoros

is) adjuk.

Harmonikus rezgémozgas matematikailag

A matematikai ismeretek koziil a derivalas is nagyon fontos része a fizika tananyagnak.
Mivel a legtobb didk nem tanul differencial- és integralszamitast, a fizika 6rdkon kiilon-
b6z6 modszerekkel kényszeriilink megkeriilni ezt a feldolgozasi modot. Pedig ez az
egzakt tudomanyos megkozelitése a témakornek, és sokkal egyszer(ibb is lenne a targya-
las ennek hasznalataval.

Az id6 szerinti derivalt a fizikdban mindig valaminek a ,,sebességét” mutatja meg.

Kinematikdban egyszertien maga a sebesség az elmozdulas-fiiggvény id6 szerinti elsd
derivaltja, mig id6 szerinti masodik derivaltja a gyorsulas.

Harmonikus rezgdmozgas esetében is van sebessége ¢és gyorsuldsa a rugd végén rezgd
pontszerti testnek. Ekkor azonban nem azt mondjuk, hogy a test valamennyi utat tesz
meg adott id6 alatt, hanem azt, hogy pontosan mérhetd kitérése van adott id6pillanatban.
Tehat ut-id6 fliggvény helyett kitérés-ido fiiggvénnyel dolgozunk. Itt a rezgd test sebes-
sége a pillanatnyi kitérés id6 szerinti els6 derivaltja lesz. Mig gyorsuldsa a kitérés id6
szerinti masodik derivaltja.

A kitérés-id6 fliggvény trigonometrikus, egy szinuszfliiggvény. A trigonometrikus
fliggvények derivaltja ismert, igy a differencialszamitas felhasznalasaval nagyon egysze-
rt lehetne a kitérés-id6 fliggvény grafikonjanak iranytangensét, azaz a sebességet meg-
adni. A kapott eredményt még egyszer derivalva a sebesség-ido fliggvény meredeksége
(a mechanikaban korabban tanultakkal konzekvensen) a test gyorsulasat jelenti.

Matematikai formulakkal:

— atid6pillanatbeli pillanatnyi kitérést megado kitérés-id6 fliggvény:

20 = Asin(0 ¢+ 1),
ahol 4 az amplitid6 (maximalis kitérés), [ a korfrekvencia, [/, pedig a kezd6fazis
— atiddpillanatbeli pillanatnyi sebességet jelentd sebesség-ido figgvény (felhasznal-

va, hogy (sinx) "= d(sinx)/dx = cosx, és nem elfelejtve a belsé fliggvény derivaltjat):

¥t) =Acos( 't + 1)
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— a gyorsulas-id6 fliggvény (felhasznalva, hogy (cosx)’ = d(cosx)/dx = -sinx, és nem
elfelejtve a belsd fliggvény derivaltjat):
a) =-AL sin( e+ ) =- 07" y(1)

A rezgdmozgast végzo test kitérése, sebessége és gyorsuldsa vektormennyiség.
Sokszor fordulnak elé olyan fizika feladatok, melyekben a rezgémozgas kitérésével,
sebességével, gyorsulasaval szamolnak a tanulok. Sajnalatos médon azonban ekkor a
matematikai apparatus hidnyaban nem az elobb leirt logikus gondolatmenet szerint sza-
molnak, hanem helyette képletbehelyettesitést alkalmaznak a kordbban betanult dssze-
fliggésekbe. Ettol a témakdr tanulasa céltalanna valik, mert a természettudomanyos
szemlélet nem fejlédik a didkokban. Ez a fajta magolasos tanulasi modszer sajnos csak
leszoktatja a gyerekeket a gondolkodasrdl. Lehetséges, hogy egyszeriibb betanultatni
az Osszefiiggéseket a derivalas legalapvetobb tulajdonsagainak ismertetése helyett, de a
természettudomanyos szemlélet szempontjabol semmiképp sem hasznosabb.

A differencialszamitas hianyat kismértékben orvosolja, hogy rendkiviil sok analogi-
aval, szemléletes képpel segithetjiik a fizika tanuldsi folyamatot. Ilyen példaul a rezgo-
mozgas és kormozgas kapcsolatanak targyalasa.

Harmonikus rezgomozgads és kérmozgds kapcsolata (meroleges vetiilet)

Két egymas melletti pontszerl test mozgasat vizsgalva, melyek egyike harmonikus
rezgémozgast, a masik pedig kdrmozgast végez, azt figyelhetjiik meg, hogy fiiggéleges
komponenst tekintve egyszerre mozog a két test, ha megegyezik a kétféle mozgas kezdo-
fazisa, periddusideje és azonos a rezgdmozgas amplitudoja a kdrmozgas sugaraval. Ezt
ugy szoktuk mondani, hogy a kdrmozgas merdleges vetiilete harmonikus rezgdmozgas.
A vetiilet megnevezés onnan ered, hogy megtehetjiik azt, hogy a kdrmozgas sikjabol,
oldalrol megvilagitjuk a két egymas mellé helyezett testet, és erny6n figyeljiik azok veti-
tett arnyékat a mozgasi folyamat soran. Ekkor a két pontszerli test arnyéka egybeesik,
tehat azt tapasztaljuk, hogy merdleges vetiiletiik megegyezik.!

Minden harmonikus rezgdmozgashoz létezik egyenletes kormozgas, igynevezett refe-
rencia-kérmozgas, hogy a kdrmozgas merdleges vetiilete éppen a vizsgalt rezgémozgast
eredményezi.

L F %
ooO°.. .v

5. dbra. A kérmozgas és a rezgémozgas kapcsolata®
Ha az egyenletes kormozgast végzo test mozgasanak sikjabodl tekintjiik a jelenséget,

akkor egy olyan rezgémozgast figyelhetliink meg, melynél a kitérés egy idében szinuszos
fliggvény (5. abra). A merdleges vetiiletek megegyezésébdl adodik, hogy ez a kitérés a
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kormozgast végzo test helyzetének fiiggdleges iranyt komponensével egyenld. Matema-
tikailag leirva:

Y@ =r-sinll[1= A -sinl]1] ahol r a kdrmozgas palyajanak sugara, 4 pedig a rezg6-
mozgas amplitudodja, mig [ a fazisa.

A rezgdmozgast végzo test pillanatnyi sebessége is trigonometrikus fliggvény szerint
alakul, ért¢ke az egyenletes kormozgast végzo test keriileti sebességének fiiggdleges ira-
nyt komponensével egyenld. Matematikai formulaval:

)=y, ... cosl =r-w-cosll .

A rezgdmozgas gyorsulasa is megadhato a korabbiakhoz hasonloan, ennek nagysaga a
koérmozgast végzo test centripetalis gyorsulasanak fliiggdleges iranyu komponense lesz:

2| = 12 opiperaiisl * SIE = 2] - @’ - sin) = |A| - @’ - sinl] . A gyorsulasvektor pedig
a kitérés-vektornak negativ szamszorosa, mivel a gyorsulasrdl ismert, hogy egyenesen
ardnyos a kitéréssel, de vele ellentétes irAnyu. A negativ konstans szorzd éppen |A|- ’:

af®) = - (@ - |4|- .

Tehat igy is megkaptuk a korabban derivalassal megadott mennyiségeket, de lathatdlag
sokkal bonyolultabban jutottunk el ide, és ennél a modszernél nem olyan egyértelmiien
¢s trividlisan kovetkeznek egymasbol a 1épések.

Vektor dsszetevdire bontdsa a fizikaban

A fizika feladatokban megoldasakor és az elméleti ismeretek elsajatitdsakor is nagyon
sok esetben van jelentdsége a vektorok komponensekre torténd felbontdsdnak. Ezt az
elébbi gondolatmenetben felhasznalt elemek is alatdmasztjak.

Komponenseken olyan tagokat értiink, melyek vektorok, és 0sszegiik az eredeti fel-
bontani kivant vektort eredményezi.

Komponensekre bontaskor egy vektornak 2 vagy 3 megadott irdnyt vektorral parhu-
zamos Osszetevdjének hosszat kell megadni. Ezt vetitéssel a legcélszertibb elvégezni.

Egy tetszdleges koordinata rendszerben létezik egy olyan jobbsodrasti ortonormalt
bazis (azaz 3 olyan vektor, amik a jobbkéz-szabaly szerint allnak, egymasra paronként
mer6legesek €s egységnyi hosszusaguak), mely elemeinek linearkombinacidjaval ezen
tér osszes vektora kifejezhetd. Ekkor a 3 eldbbi vektort bazisvektoroknak nevezziik. 2
dimenzio6 esetében (x-y siknal) csak 2 ilyen bazisvektor van: az x-tengellyel és az y-ten-
gellyel parhuzamos egységvektor; ezek pedig nem alkothatnak jobbsodrasu rendszert
(ahhoz 3 vektor kellene), csak merdélegesek egymasra.

A tér (vagy sik) vektorait ugy bontjuk komponenseire, hogy a megadott bazisvekto-
rokra vetitjiik azokat (azaz megadjuk a megfeleld bazisvektor iranyaba esé nagysagat).
A vetités muvelete ekvivalens azzal, hogy a vetitendd vektort skalarisan szorozzuk a
bazisvektorral, mellyel parhuzamos komponenst megkapni kivanjuk.

Skalarszorzat: Az u=(u,,u,,u;) €s v=(v,,v,,v,) tetsz8leges (sor)vektorok skalarszorzata-
nak nevezziik az u - v = u, v, +u, v, +u, v, skalarmennyiséget. Geometriai jelentése:
egymasra vett vetiilet hossza. A skalarszorzat fontos tulajdonsaga, hogy a szorzotényezok
sorrendje Iényegtelen: u-v= v u.

koszinuszat, és a vektorok hosszat (abszolut értékét) tartalmazza a reprezentacids alak
helyett: Az egymassal @[ szdget bezard u és v vektorok skaldrszorzatanak azt a tetszéle-
ges u - v pozitiv vagy negativ szamot nevezziik, melyre u - v = [u - [v| - coseo.

Ez utobbit a gimnazistak gyakrabban hasznaljak a skalarszorzat targyalasakor.
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Az 6sszes komponens a leirtak felhasznalasaval tgy adodik, hogy minden bazisvek-
torra kiilon-kiilon vetitjiik a felbontand6 vektort. Ez csupan 2 vagy 3 skalaris szorzast
jelent. A végén pedig felirjuk az eredeti vektort a kapott komponensvektorok 0sszegének
alakjaban.

Azonban a skalarszorzat explicit felhasznalasa nélkiil is komponenseire bonthatunk
egy vektort. Ez az el6z6 modszernél bonyolultabb, de kevésbé absztrakt. Geometriai
konstrukciot hasznalunk fel.

Adott a 2 komponens iranyat meghatarozo vektor, ezeket felvessziik a szintén adott
felbontani kivant vektor kezdépontjaba. Ebbdl egy paralelogramma allithato eld, ha a
kezddpontbol parhuzamosan eltoljuk az elébbi iranyvektorokat a felbontandd vektor
végpontjaba. A kapott paralelogramma oldalai jelentik a komponensvektorok nagysagat,
melynek megadésa a célkitlizés volt.?

Megjegyzendd, hogy a fizikaban eleinte foként csak erdvektorokat szoktunk igy kom-
ponenseire bontani. Késébb mas mennyiségekkel is végziink ilyen vektormiveletet, pl.
elektromos térerésséggel, impulzusmomentum-vektorral, stb.

Keresztszorzat (vektoridlis szorzat)

A skalarszorzaton kiviil fontos vektormiivelet a keresztszorzat is, melyrdl sajnos alta-
laban nagyon keveset tudnak a felsdoktatasi tanulmanyokat megkezdd didkok. Pedig a
fizikaban nagyon sokszor lenne ra sziikség.

Vektoridlis szorzat: Az u=(u,u,,u;) € v=(v,,v,,v,) tetszéleges (sor)vektorok skalar-
szorzatanak nevezzik az u X v = (u, v, Uy v, u, 'v,) (sor)vektort. Geometriai jelentése:
a 2 vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete. A vektorialis szorzat végeredmé-
nye mindkét eredeti vektorra merdleges, azokkal jobbsodrast rendszert alkotod vektor.
A keresztszorzat esetében a szorzotényezok sorrendje NEM Iényegtelen: u X v= -y X u.
szinuszat és a vektorok hosszat (abszolut értékét) tartalmazza a reprezentacios alak
helyett, de ez csak a vektoridlis szorzat abszolut értékét adja meg, irdnyat nem. Az egy-
massal @[ ]szdget bezaro u és v vektorok keresztszorzatanak abszolut értéke az a tetszo-
leges pozitiv szam, melyre |u X v| = [u| - |v] - sing.

Ez utobbit a gimnazistak gyakrabban ismerik.

A vektorialis szorzat fogalma a fizikdban mar a mechanikatol kezdve szerepet kap.
De hasonléan nagyon fontos még az elektrodinamikéaban, és egyéb mas teriileteken is.

Vektormiiveletek tulajdonsdagai

Mikor a fizika feladatokban és elméleti levezetésekben vektormennyiségekkel kell ruti-
nosan dolgoznunk, nagyon fontos, hogy ismerjiik az egyes vektormiiveletek tulajdon-
sdgait. Erre sajnos jelenleg a kdzoktatdsban nem szoktak kitérni, pedig nagyon nagy
sziikség lenne ra a felsGoktatasban (nemcsak fizika, hanem f6ldrajz, kémia, biologia,
kornyezettudomany és foldtudomany szakon is).

Vektorok 6sszeadasa, kivonasa:

— kommutativ (felcserélhetdé): u+v=y+u

— asszociativ (atzarojelezhetd): (u+y)zw=u=+ (v w)

— az 0sszeg (kiilonbség) disztributiv (szétvalaszthatd) szammal vald szorzaskor:
2u+ty)=2u+2y
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Vektorok skalaris szorzasa:
— kommutativ:u-v=yv-
— NEM asszociativ: (u-v) w#u- (v w)
— disztributiv: (u+y) w=w - (u+y)=uw+vw

u
y

Vektorok keresztszorzata:
— NEM kommutativ (éppen antikommutativ): u X y #yv X u, hanem u xy#-yv xu
— NEM asszociativ: (uXy) X WYV X (U X W)
— disztributivi u X (y+w)=uxy £ uxw [deux(v+w)#(yv+w)xu!ll]

Exponencidlis fiiggvények a fizikaban

Az exponencialis fiiggvények fontos mivolta a fizikanal az atom- és kvantumfizikaban,
csillagaszatban mutatkozik meg. De az exponencialis fliggvényekkel valé szamolas mar
az egyes mértékegység atvaltasoknal is elengedhetetlen, hiszen sok esetben hasznalunk
normal alakot.

A fizika, a matematika €s a kémia kozt igyekeztiink szoros kapcsolatot teremteni fizika
fakultacios tanérak keretében, melynek tanitasat részben kiprobaltuk. Ez egy specialis 1j
modszertani eljarassal tortént, melynek egyik eleme volt az, hogy a didkok gyakorlati-
lag elméleti fizika és kisérleti fizika 6ran vettek részt ,,mini verzidban” (a részletes leiras
megtalalhat6 az irodalomjegyzékben szereplé TDK dolgozatban). Ennek célja a kozép-
iskola és az egyetem kozti szakadék athidalasa. Az oktatasi kisérlet alapjan elmondhato,
hogy eleinte nagyon meghdkkentd volt a didkok szdmara, hogy a tanéra menete teljes
mértékben igényli a pedagdgiai transzfert a matematika és a fizika kozott, és az elején
nem igazan tudnak mit kezdeni a tanuldk ezzel a szamukra teljesen 1j médszerrel. De
amint a transzfer igényének tényével megbaratkoznak a diakok, és megszokjak, a fizika-
tanulds segitségére tud lenni eszkdzként a matematika. A didkok képesek kovetni az effé-
le feldolgozasi mddot, aktiv részesei tudnak lenni az ilyen szemléletti tandraknak. Fontos
megemliteni, hogy az efféle modszernek az is egyik jellemzdje, hogy a szakdidaktikai
részleteket tudatositjuk diakjainkban is; igy ismerni fogjak, hogy mi torténik veliik, és mi
e torténések célja hosszl tavon (ez pszichikai gatat old és motivald tényezéként is hat).
A tapasztalat alapjan elmondhato, hogy ezuton a tanulok képesek a témakorhoz tartozo
fogalmak megkonstrualasara. A gyerekek ekkor bevezetést kapnak egy, a megszokott
kozépiskolai szemlélettdl eltérd felfogas elsajatitasahoz (mar az abszolut transzfert
igénybe vevd stilussal is, ami 6nmagaban nem teljesen 1j, s ehhez tarsul az 4j modszer-
tani eljaras alkalmazasanak tobbi eleme), a valodi tudomanyos szemlélet kialakitasahoz.
Kozben olyan ismeretekre tesznek szert fakultacié keretében, amiket az egyetemen tel-
jesen ujként kéne onalldan megszerezniiik. Azaz ez az oratipus egyféle 6svény lehetne
a kozépiskola és az egyetem kozotti hatalmas szintkiilonbség athidalasanak megkezdé-
sére, ugyanis orvosolni igyekszik a sziikséges szakmai alapok és szemlélet hianyanak
problémajat. Hiszen a hallgatdknak nem lehet esélytelen elsajatitani olyan kurzusok
tananyagat, melyr6l valamilyen mélységben a tudomanyos szemléletnek megfeleléen
mar tanultak a kdzépiskolaban is. Ekkor nem 1ép fel pszichikai gat sem az 1jtol valo
megrettenés miatt. Olyan eset sem allhat fenn, hogy nem sikertl kialakitani a sziikséges
megkdzelitést, hiszen mar korabban ennek kialakitasa megtortént (alacsonyabb szinten).
Am ehhez nem elegenddek a fizikatanar és a fizika fakultacio hagyoméanyos keretei! S
még egyszer hangsulyozva, nagyon lényeges, hogy a matematika eszkdzként valo hasz-
nalata megfelel6 modon torténjen.

115




Iskolakultara 2014/10

Kérés a matematikaoktatas felé

A korabbi 3. évfolyamon (ma 11. évfolyam) a differencialszamitas alapjai, a 4. évfolya-
mon az integralszamitas alapjai szerepeltek. Legalabb a hatvanyfliggvények és a sinus
— cosinus fiiggvények esetében erre napjainkban is sziikség lenne! Tovabba a derivalas
¢és az integralds elvi alapjainak, szemléletes Iényegének ismeretére, hogy miért és mire
alkalmazhat6 jol az eszkdz. Mar a kozépiskolas évfolyamokon lehetne példaként alkal-
mazni fizikai jelenségekre, mely utolagos rendezbelv lehetne. A fels6foku alapozo kur-
zusok pedig nem nélkiilozhetik a hasznalatat, ami miatt nagyon rovid id6 alatt kell azt a
matematikai kurzusok soran potolni!

»Mi lenne a kdzépiskolai matematikatanitas tanitas célja: a matematikai miveltség
gazdagitasa — a 21. szdzadi matematikai tudashoz igazitasa, a differencialas-integ-
ralas élményének atadasa, a felséfoku tanulmanyokra valo elokészités?

Abban egyetértés mutatkozott, hogy fogalomépitésre van sziikség, a preciz defini-
ciok és tételek kimondasa és bizonyitasa, a miiveleti szabalyok elsajatitasa akar el
is maradhat, illetve csak biztos szemléletre épiilhet. Az analizis fogalmai a tanulok-
ban hosszu id6 alatt érnek meg, erre mindenképpen id6t kell szanni. Elhangzottak
példak arrdl, hogy a kozépiskolaban e téren semmilyen el6képzést nem kapo, nem
matematika szakos elsééves hallgatoknak matematika oraikon akar egyetlen, 3-szor
45 perces, eldadassal egybekotott gyakorlaton, a sorozat hatarértékétdl a fiiggvény
hatarértékén keresztiil el kell jutniuk a derivalt fogalmahoz, majd meg kell ismer-
nilik az elemi fiiggvények derivaltjait és a derivalasi szabalyokat. A tobbi egyetemi
tantargy igényei miatt az els6éves matematika tanterv zsufoltsdga nem csokkenthe-
t0, csak a kozépiskolara lehet szamitani.”

(Munkacsy Katalin és Varga Tamas Matematikai Napok angol szekcid véleménye)

A differencial- és integralszamitas elemei a 17. szazad termékei. Hogyan lehetséges az,
hogy a kdzoktatasban, a 21. szdzadban ez kimarad a kdtelezé tananyagbol? Raadasul
oridsi szlikség van ra vilagunk miikodésének leirasahoz. Az ezutan sziiletett fizikai elmé-
letek, szamitasok erre a matematikai tudasra tamaszkodtak, tehat mar a 18. szdzadtdl a
fizika igazan csak ennek a tudasnak a birtokaban targyalhato.

Nem tudjuk elfogadni azt a valaszt, hogy nehéz, ne lennének elég érettek a gyerekek.
A probléma abban rejlik, hogy a didkoknak nincsenek meg a sziikséges eldzetes tudas-
elemeik, amelyek hianyaban nem tud kialakulni a targyalt tudomanyelemeket illetéen
megfeleld prekoncepcidjuk sem. Ezt a jelenséget értelmezik félre sokan ugy, hogy a
tanulok nem elég érettek a témakorhoz. A 20. szazad elején irt gimnaziumi matematika
tankonyveknek ezek a fejezetek részei voltak. A fizika tankdnyvekben pedig ezeknek a
matematikai eszkdzoknek a hasznalataval talalkozhatunk (Radnoti, 1995).

Az sem indok, hogy akkor kevesebben jartak kdzépiskolaba. Hiszen napjainkban joval
tobben mennek a felsdoktatasba. Tehat a tananyagnak ezt kdvetnie kell. Tovabba nap-
jainkban a mindennapi élethez is joval tobb ismeretre van sziiksége az allampolgaroknak,
mint korabban. Tobbek kdzott ezért is jarnak a didkok tovabb iskolaba.

A kozépkorban példaul csak az egyetemen tanitottadk az osztast, mivel nehéz miive-
letnek szamitott, és valdban nem is volt ra sziikksége mindenkinek. Sokan nem tudtak
irni, olvasni, szamolni. De ma mar mas a helyzet, mas jellegli alkalmazhat6 tudasra van
sziikség, mint akkor. Ezek annyira alapvetd ismeretek lettek, hogy az als6 tagozaton tan-
anyagként szerepelnek. Tehat igenis boviteni is kell a tananyagot, nem pedig csak csok-
kenteni. A mindennapi életre valo felkészitésnél figyelembe kell venni, hogy a technika
mindennaposan hasznalt vivmanyai a fizika 0sszetett torvényei szerint miikddnek, sokkal
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bonyolultabbak eszkozeink, mint a korabbi idékben. Ezeket a hasznalathoz ismerni kell,
mert probléma léphet fel, meghibasodhat, nem idealis feltételek kozti hasznalatuk akar
¢letveszélyes is lehet. Tehat a mindennapi élethez napjainkban tobb természettudoma-
nyos ismeretre van sziikség. Tovabba napjainkban a gyereckek mashonnan, nem csak az
iskolai oktatasbol szerzett ismeretei is sokkal nagyobbak, melyeket az oktatas fel tud, és
fel is kell hasznalni; ezek a témak érdeklik is a diakokat.

Osszegzés

A didkokat a kdzoktatas évfolyamain nagyon lassan avatjuk be a matematika rejtelmeibe,
a fogalomépitkezés nagyon fokozatosan, kis 1épésekben torténik meg. Ebbdl adoddan
sok fogalom késébb keriil el abban a formajaban, ahogyan arra mas tantargyak eseté-
ben (példaul fizika) sziikség lenne. A tananyagcsokkentésnek is koszonhetéen a normal

kozépfokt tanulmanyok végérdl kimarad-
nak lényeges részek, és ez a didkok nem
elhanyagolhato részénél komoly problé-
mak forrdsa a fels6foku tanulmanyaik kez-
detén. Azaz nemcsak az a probléma, hogy
sok sziikséges fogalom a kelleténél késébb
keriil eld, hanem az is, hogy néhany nem
is keriil targyaldsra. A lassu fogalomépités
esetében emellett az is eléfordulhat, hogy a
diakok figyelmét nem sikertil tartésan lekot-
ni, igy nem tudnak aktiv részesei lenni a
tanulasi folyamatnak.

Kérdezziik, hogy ez pedagodgiailag meg-
engedhet6-e? Helyesen cselekszik-¢ az
iskola, ha a kozoktatas évei alatt talzottan
is lassan halad a tananyag-feldolgozassal,
mintegy kimélve a didkokat, ami azt vonja
maga utan, hogy bekeriilve a felsdoktatas-
ba mintegy eldkészitetleniil ,,raziidulnak”™ a
kihagyott részek? A differencial- és integ-
ralszamitds hidnyos tanitasa gyakran a
leend6 fizika szakosokat is érinti, 0k sem
kapjak meg a kell6 alapokat. A kevésbé fel-
késziilt, matematikat felvételi tantargyként
nem el6ird szakokra jelentkezd hallgatokra
pedig még nagyobb csapast r6 a probléma.
A szakadék a koz- és felsdoktatas kozott
egyre nd! Ez hatalmas stresszt idéz eld sok
diakban, mely meghatarozza egész tovab-
bi tanulmanyainak alakulasat is, melynek
eredménye az, hogy nem tudjak teljesite-
ni az eldirt id6 alatt a képzésiiket, illetve

A didkokat a kézoktatds évfolya-
main nagyon lassan avatjuk be
a matematika rejtelmeibe, a
Jogalomeépitkezés nagyon foko-
zatosan, kis lepésekben torténik
meg. Ebbol adodoan sok foga-
lom késobb kertil el6 abban a
Jormdjdaban, ahogyan arra mds
tantdargyak esetében (példdul
fizika) sziikség lenne. A tan-
anyagcsékkentésnek is koszon-
hetéen a normdl kozépfokii
tanulmdnyok végerol kimarad-
nak lényeges részek, és ez a did-
kok nem elhanyagolhatoé része-
nél komoly problemdk forrdsa a
felsofokii tanulmdnyaik kezde-
tén. Azaz nemcsak az a proble-
ma, hogy sok sziikséges fogalom
a kelletéenél kesobb kertil elo,
hanem az is, hogy néhdny nem
is kertil tdargyaldsra.

rosszabb esetben nagyon sokan elhagyjak a valasztott szakot a hozott tudasban valo
hianyossagaik miatti, nem 6nhibajukbol szarmazé sok-sok atélt kudarcélmény kovet-
keztében. Fogalmazhatunk egyszertien is: kibuknak az egyetemrdl. De a kdzoktatas mar
nem vallalja a kudarcokért feleldsséget, mondvan nem nalunk tortént a lemorzsolodas,
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mi leérettségiztettiik és résziinkrdl az ,,iigy” be van fejezve. A téma gazdasagi elemzését
csak érint6legesen emlitve, mibe keriil ez a csaladoknak és az orszagnak? Ez mar nem
egy szik ,elit” problémaja, hanem mar széles tomegeket érint, mert évente koriilbeliil

70—80 ezer hallgatd kezdi meg az érettségi utan felsGoktatasban a tanulmanyait.
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Jegyzetek

"Animaci6: http://hu.wikipedia.org/
wiki/F%C3%A1jl:Simple Harmonic_Motion
Orbit.gif

*http://hu.wikipedia.org/wiki/Harmonikus_

rezg%C5%91mozg%C3%A 1s#Kinematikai
le.C3.ADr.C3.Als

’ A vektorok komponensekre bontasanak leg-
alapvetdbb elemeivel a kovetkezd linken meg-
talalhato program segitségével ismerkedhetnek
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meg a tanulok: http://www.walter-fendt.de/
phl4hu/forceresol hu.htm
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