Iskolakultura 2003/12

Herendiné Konya Eszter

A tanitojeloltek geometriai
gondolkodasanak jellegzetességei

Mdsodeéves tanitoképzos hallgatok geometriai tuddsdt vizsgaltuk a
geometriai gondolkodcds van Hiele-féle szintjei alapjdan.
Cikkiinkben a tesztfeladatok ismertetése utdan részletesen elemezziik
az eredményeket, dsszehasonlitva azokat egy nemzetk6zi vizsgdlat
eredményével. A tapasztalatok tiikrében jonéhdny kovetkeztetésre
Juthatunk a tanitoképzés feladatait illetéen.

lesztett egy olyan pedagodgiai elméletet, mely alkalmasnak tlinik a geometriai gon-
dolkodas folyamatanak megismerésére.
Munkéjukban a geometriai gondolkodas fejlodésének 6t szintjét kiillonboztetik meg.

K ét holland didaktikus, Pierre van Hiele és Dina van Hiele-Geldorf 1957-ben kifej-

0. szint, a globdlis felismerés szintje

Ebben a kezdeti szakaszban a tanulok a geometriai alakzatokat egységes egészként
fogjak fel, nem képesek elkiiloniteni egymastol ezek alkotdelemeit, és nem latjak az alak-
zatok kozott 1évo osszefliggéseket sem, de arra képesek, hogy felismerjék az alakzatokat,
elkiilonitsék egymastdl, megnevezzék oket. Példaul: A formaja alapjan felismerik a tég-
lalapokat, de a négyzetet nem soroljak kozéjuk.

Jellemzo széfordulatok: ,,Ugy tiinik”, ,,Ugyantgy néz ki”, a geometriai formak leira-
sahoz szemléletes szavakat hasznalnak: sarok, ferde téglalap, beugrasa van stb.

Indoklasaikban az észlelésre tamaszkodnak.

Tipikus feladatok: A sik- és térbeli modellezdkészlettel, a papirbol kivagott, hajtoga-
tott sikidomokkal dolgoznak. Akar rajzos, akar cselekvéshez kotott feladatrdl van szo, az
utasitas az alakzatok rajzolasara, szétvalogatasara, megnevezesére iranyul.

1. szint, az elemzés szintje

A tanulok kezdik felismerni az alakzatok alkotérészeit, megkiilonboztetik ket az egész-
tdl, megfigyelik az eltérd tulajdonsagokat. Képessé valnak arra, hogy a megfigyelt tulaj-
donsagok alapjan csoportositsak az ismert alakzatokat. Ezek a tulajdonsagok azonban el-
kiiloniilten, a konkrét alakzatokhoz kototten jelennek meg, és nem latnak kapcsolatokat egy
alakzat kiilonbozo tulajdonségai, illetve kiilonb6zo alakzatok tulajdonsagai kozott.

Példaul megfigyelik a sokszogek oldalait, cstcsait, megkiilonboztetik az atlét az oldal-
tdl, de sem a definicio, sem a fogalmak k6zotti sszefliggés megadasara nem képesek.

Jellemz6 szofordulatok: ,hasonlo”, ,kiillonbozo”, ,,mindegyik”, ,,mindig”, ,néha”,
,,soha” stb.

Tipikus feladatok: Csoportositasok, mérések, rajzolasok, modellezések, hajtogatasok,
vagasok, kisérletezgetések segitségével végzett elemzések.

2. szint, az informdlis dedukcio szintje

Tulajdonsagaik alapjan kapcsolatba hozzak egymassal a kiilonbozé alakzatokat, igy
képessé valnak a koztiik 1évé hierarchia megértésére. Mar van értelme a definicidonak,
mivel felismerik a tanuldk az alakzat tulajdonsagai kozotti 6sszefliggéseket.
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Egyszeri, szemlélet alapjan elfogadott tényeket felhasznald kovetkeztetési lanc meg-
értésére is képesek. Dontéseik indoklasaban az észlelés szerepét fokozatosan atveszi az
ok-okozati dsszefliggések keresése. Példaul: a négyzet téglalap, mert rendelkezik minden
olyan tulajdonsaggal, amellyel a téglalapok rendelkeznek.

Jellemz6 szofordulatok: ,, Ebbdl kovetkezik...”, ,Ha..., akkor....”

Tipikus feladatok: Halmazba rendezések, allitasok logikai értékének eldontése, az
alakzatok definiald tulajdonsaganak, valamint a t6bbi tulajdonsagnak a meghatarozasa.

3. szint, a formdlis dedukcio szintje

Ezen a szinten fogjak fel a tanulok a dedukci6 értelmét. Adott, a szemlélethez kozel-
allo axiomarendszerben képesek ok-okozati 6sszefiiggések megfogalmazasara, egysze-
riibb bizonyitasok konstrualasara. Képesek allitasok altalanositasara, szerkesztési felada-
tok diszkutalasara. Megismerkednek kiilonb6z6 bizonyitasi eljarasokkal (direkt, indirekt,
szintetikus, transzformacios, koordinatageometriai, vektoros, teljes indukcios), egy alli-
tas sziikséges és elégséges feltételének fogalmaval.

Jellemzo szakkifejezések: definicid, tétel, bizonyitas, axioma, alapfogalom.

4. szint, a formdlis logika szintje

Ez a gondolkodas a Hilbert-féle axiomatikus gondolkodasnak felel meg. Lehetévé valik
a formalis logikai miiveletek, kovetkeztetések megértése, elvégzése a konkrét geometriai
interpretaciotdl fliggetlentil. Jellemzd az altalanos logikai térvények felismerése, a nem-
euklideszi geometridk, kiilonb6zo axidmarendszerek kozotti osszefliggések megértése.

Jellemz6 szakkifejezések: a matematikai logika szimbolumai, fogalmai.

A fenti szinteket az iskolai kovetelményekkel 6sszevetve megallapithatjuk, hogy az al-
talanos iskola 1-2. osztalyanak a 0. szint, a 3—4. osztalyanak az 1. szint felel meg. A 2.
szint a felsd tagozatos anyaggal, a 3. pedig a kozépiskolassal allithaté parhuzamba. A 4.
szint mar nem szerepel a kdzépiskolai tananyagban, ezzel csupan a matematikaval egye-
temen, f6iskolan foglalkozé hallgatok talalkoznak.

Mikdzben a tanuld egy adott szintrdl eljut a kovetkezore, az alabbi tanulasi fazisokon
megy keresztiil, fliggetleniil attél, hogy éppen melyik atmenetrdl van sz6:

— 0. fazis (informalddas): beszélgetések soran a tanar feltérképezi, mi az, amit a tanu-
16 mar tud az 4j témardl, a tanuld elétt pedig korvonalazddik, hogy mirdl lesz szo6 a ko-
vetkezokben;

— 1. fazis (iranyitott felfedeztetés): a tanuld konkrét, a tanar altal gondosan megterve-
zett tevékenységek (rajzolas, hajtogatas, modellezés) révén ismerkedik meg az 0j fogal-
makkal;

— 2. fazis (magyarazat): mikdzben a tanulok sajat szavaikkal elmondjak egymasnak
megfigyeléseikkel, felfedezéseikkel kapcsolatos otleteiket, a tanar bevezeti a 1ényeges
fogalmak pontos matematikai megnevezéseit;

— 3. fazis (nem iranyitott felfedeztetés): a tanuldk nyitott végli problémak vizsgalata-
val foglalkoznak a korabban szerzett tapasztalatokat felhasznalva;

— 4. fazis (integracio): a tanuldk attekintik és 6sszegzik az Gijonnan tanultakat, kiegé-
szitik veliik meglévo fogalmi és relacios rendszertiket.

A van Hiele-modell f6bb jellemzdi:

— A szintek sorrendje kotott, ahhoz, hogy valaki megfeleljen egy adott szint kovetel-
ményeinek, elobb meg kell felelnie a megel6zd szintek elvarasainak.

— Minden szintnek megvan a sajat nyelvezete, sajat szimbolumrendszere. Ugyanazt a
fogalmat kiilonboz6 szinten kiilonbozdképpen jelenitjiik meg. Ennek a megallapitasnak
lényeges kovetkezménye, hogy a tanarnak ugyanazon a szinten kell tanitania, mint ami-
lyen szinten a tanulok allnak, annak ellenére, hogy az 6 gondolkodasa magasabb szintii
kovetelményeknek is eleget tesz.
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— Mindaz, amit az egyik szinten még csak implicit médon emlitiink, a kovetkezd szin-
ten kifejtjuk.

— Ha a tanar magasabb szinten tanit, mint amilyen szinten a tanuldi vannak, akkor
megértés helyett maximum a tananyag memorizalasaig jutnak el.

— Elképzelhetd, hogy az egyes tanuldk kiilonbdzé geometriai fogalmak esetén kiilon-
boz6 gondolkodasi szinten allnak.

— Egy adott szint elérése elsGsorban a tanulds mindségétdl fligg, nem pedig a tanuld
¢letkoratol.

Felmérés a van Hiele-modell nyoman

Az elmélet allitasanak igazolasara az 1980-as években t6bb tanulmany is késziilt.
(Mayberry, 1983; Fuys — Geddes — Tischler, 1988; Burger — Shaughnessy, 1986; Usis-
kin, 1982)

Az emlitett tanulmanyokbdl atvett tesztek a geometriai gondolkodas fejlesztését célul
kitlizé munkak kiinduldpontjava valtak. A tesztek rendszerint — néhany fogalomkor (ha-
romszdgek, négyszogek, hasonlosag stb.) alapul vételével — az egyes szinteknek megfe-
leléen konstrualt feladatsorok voltak. Ezeket a tanuldk vagy kozos irdsbeli felmérés,
vagy egyéni szobeli beszélgetés (interju) formajaban kaptak meg.

A valaszok alapjan elvégezhet6 a tanuldk szintekbe soroldsa.

Felmérésemben a tanitoképz6 fdiskolds hallgatok geometriai tuddsanak feltérképezé-
sére s ezzel Osszefliggésben az egyes hallgatok van Hiele-szintjének meghatarozasara to-
rekedtem. A geometriai gondolkodas fejlesztése végigkiséri az iskolai matematikatanitas
minden iddszakat. A hallgatok olyan réteget reprezentalnak, amely egyrészt mar tul van
a kozépiskolai oktatason, leérettségizett, tehat végigjarta az iskolai fejlesztés minden 1ép-
cs6fokat. Ok azok, akik az alsés gyerekek geometriai gondolkodasat megalapozzak. Ah-
hoz, hogy ezt megtegyék, sziikségiik van arra, hogy vilagosan lassak a fejlddési folyamat
egyes lépéseit és tudjak, hol és hogyan avatkozzanak be. Természetesen sajat gondolko-
dasi szintjiikkel is tisztaban kell lenniiik.

A vizsgalat kezdetén az volt a hipotézisem, hogy a hallgatdk a 0., 1., 2. szint mindegyi-
kén biztos tudassal rendelkeznek, a 3. szint kovetelményeinek azonban mar kevésbé,
esetleg csak formalisan felelnek meg.

A felmérés koriilményei

Munkéamban a debreceni Kolesey Ferenc Reformatus Tanitoképzd Féiskola masod-
éves hallgatoit vizsgaltam. Ok az elsé évben részt vettek egy olyan elméleti geometria
kurzuson, amely a kdzépiskolai geometria tananyag elmélyitését, megerdsitését, Gjragon-
dolasat szolgalta. Masodéven keriil sor a tantargypedagogiai ismeretek elsajatitasara, ez
jelenti mind az also6 tagozatos tananyag, mind a kdvetelmények, mind pedig a sziikséges
modszertani ismeretek elsajatitasat.

A felmérésre az Oszi félév masodik és harmadik hetében keriilt sor, tehat a tantargy-
pedagogiai kurzusnak még nem jelentkezhetett a hatasa.

Az irasbeli felmérést ugyanazzal a hallgatoi csoporttal végeztem el két részletben. Két
egymast kovetd héten 30-30 perc id6 allt rendelkezésiikre. Az elsé alkalommal 20 6, a
masodik héten 17 (ekkor volt 3 hidnyzo) vett részt. A hallgatok onalléan dolgoztak, arra
torekedtem, hogy gondolataikat ne osszak meg egymassal.

A feladatok ismertetése

A teszt Osszesen 15 olyan feladatbol allt, amely a haromszog, a négyszog, valamint a
hasonlésag-egybevagosag fogalmara éptilt. A 0., 1., 2. szintek mindegyikéhez 33 feladat
kapcsolddott, a tovabbi 6 pedig a 3. szintre vonatkozott, esetenként tul is mutatva azon.
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A feladatok kivalasztasanal tdamaszkodtam az irodalomban fellelhetd tesztekre, néhanyat
valtoztatas nélkiil vettem at Mayberry (1983) cikkébol.

A 0. szint feladatai:
1. Valassza ki az alabbi alakzatok koziil
A, a haromszogeket: B, a téglalapokat:  C, a sokszogeket:

17
18 20

2. Milyen geometriai alakzatokat 1at az abran? Irja mindegyik ala!

3. Kosse dssze az ugyanolyan alaktakat! (1)

o) E Wo
B [
VQDDD

(Az els6 feladat kiilonbdz6 alakzatok kivalasztasara, a masodik megnevezésére, a harmadik pedig
a hasonl¢ alakzatok felismerésére iranyult.)

Noha a megfogalmazas és a jo megoldas egyarant a 0. szintet feltételezi, a valaszokbol helyenként ko-
vetkeztethetiink magasabb szintii gondolkodasra is. fgy az 1. feladatban a sokszdgek felsorolasanal uta-
last talalhatunk arra, hogy a haromszoget, négyszoget sokszognek tekintik-e, a 2. feladatban pedig az
alakzat elnevezésének Osszetettsége (pl. trapéz vagy szimmetrikus trapéz) jelenthet magasabb szintet.
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A 3. feladatban az ,,ugyanolyan alaku” kifejezés a hasonldsag 0. szintli megfogalmazasat adja.

Az 1. szint feladatai:
4. A felsorolt haromszogek koziil melyekre igazak a kovetkezo allitasok?

ES

A, Van hegyessz0ge........coeuvririiniiunininienenn,
B, Van derékszOge..........cooviiiiiiiiiiiiiiien
C, Minden szoge hegyesszog..
D, Van tompaszoge.........covvueviiiiiiiiiiiiiia

E, Tengelyesen szimmetrikus..............coooviiiiniiin...
F, Van két egyenld oldala...............ooooeviiiiii

5. Vélaszoljon az alabbi kérdésekre! Valaszat roviden indokolja!
A, Lehet-e egy derékszdgii haromszdgnek leghosszabb oldala? (2)
B, Lehet-e egy egyenldszart haromszognek legnagyobb szoge?
C, Lehet-e egy téglatestnek négy egybevago lapja?

6. Sorolja fel az alabbi alakzatok 4—4 tulajdonsagat!

A, paralelogramma

B, kocka

C, szabalyos haromszog

(A konkrét haromszog-tulajdonsagok megfogalmazasaval a kvantoros allitasok értelmezésére he-
lyezoddik a hangsuly. A 3. feladat szerepel a mar emlitett Mayberry-féle tesztben is, hasonld koriilmé-
nyek kozott, tehat ott is a megeldz6 feladat részeként a tanulok rendelkezésére alltak a megoldast meg-
konnyito abrak.)

A 2. szint feladatai:

7. Karikazza be annak a tulajdonséglistanak a bettijelét, amelynél mind a négy tulajdonsag igaz bar-
mely téglalapra!

A, Minden szdge derékszog.

Atloi felezik egymast.

At16i derékszoget zarnak be egymassal.

Szomszédos oldalai nem egyenldk.

B, Tengelyesen szimmetrikus.

Minden szoge egyenld.

Atloi felezik egymast.

Szemkozti szogeinek dsszege 90°.

C, Barmely két szomszédos szdge egyenlo.

Van szimmetriatengelye.

Szemkozti oldalai parhuzamosak.

Atloi egyenld hossziiak.

8. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis!

.... Van olyan paralelogramma, amely négyzet.

.... Ha egy téglalap atloi egyenld hosszuak, akkor a téglalap négyzet.

.... Egy tompaszog és egy hegyesszog 6sszege mindig kisebb 180°-nal.

.... Ha az ABC héaromszog oldalait és szogeit elfelezziik, hozza hasonld haromszoget kapunk.
.... Minden kocka téglatest.

9. Toltse ki az alabbi tablazatot, tegyen x-et a megfelelo cellaba! (3)
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Hasonloak? Mindig Néha Soha Nem tudom

2 négyzet

2 egyenld szarti haromszog
2 egybevagd haromszog

1 téglalap és 1 négyzet

1 téglalap és 1 haromszog

(Mindharom feladat megoldésahoz sziikség van a haromszogek, négyszogek, illetve a hasonlosag
témakorein beliil eléforduld fogalmak hierarchikus viszonyainak tisztan latasara.)

Tovabbi feladatok:

10. Az ABC haromszog AB oldalan felvesziink egy D pontot Uigy, hogy a keletkezett ADC és DBC
haromszogek egybevagoak legyenek. Mit mondhatunk az ABC haromszogrél? Miért? Készitsen rajzot!

Valaszoljon az alabbi kérdésekre is!

AD=DB. Miért?

CD mer6leges AB-re. Miért? (4)

11.Az n oldalu sokszdget az egy csucsbdl kiinduld 4tloi n-2 db haromszogre bontjak.
Egy haromszog belsé szdgeinek dsszege 180°.
Mi kovetkezik ebbdl a két allitasbol?

12. Hatarozza meg azon pontok halmazat a sikban, amelyek két egyenes mindegyikétdl 1 cm-re vannak! (5)

13. Hogyan kezdené el a kovetkezo allitas indirekt bizonyitasat?
Két kiilonb6zo sugaru kornek legfeljebb 2 k6zos pontja van.

14. Mi a térbeli megfeleldje az alabbi sikbeli axiomanak?
Létezik legalabb harom pont, amely nem illeszkedik egy egyenesre.

15. Hogyan sz6l a kovetkez6 tételek megforditasa?

A, Ha egy haromszog egyenld szarti, akkor 2 szdge egyenl6.

B, A derékszogli haromszdg magassagvonalai a haromszog egyik cstcsaban metszik egymast.

A 10. feladat egy nyitott végii probléma megoldasara iranyul. A ,,Mit mondhatunk a haromszog-
r61?” tipust kérdés elsésorban az intuicios meglatasokra vonatkozott. A rajzkészités a probléma meg-
értésének felmérését szolgalta. A tovabbi kérdések a bizonyitas iranyitott elvégzését segitették.

A 11. feladat egy, a hallgatok korében jol ismert Gsszefliggésre kérdezett ra a megszokottol kicsit elté-
r6 modon. A formalis dedukcio része, hogy két feltétel egyidejii teljesiilésébol kovetkeztetiink valamire.

A 12. feladat az éltalanosités, a diszkutalas képességét vizsgalta.

Az utolsé harom feladat az euklideszi geometria axiomarendszerén beliil maradt ugyan, de megol-
dasuk feltételezett bizonyos formalis logikai jartassagot is.

1. tabldzat. A hallgatéi tesztek eredményei

Hallgatok 0. szint (%) 1. szint (%) 2. szint (%) Elert szintek  Legmagasabb szint
1 79 65 47 0 0
2 83 74 73 012 2
3 86 77 80 012 2
4 89 54 50 0 0
5 87 74 53 01 1
6 84 41 57 0 0
7 82 71 47 01 1
8 89 69 53 0 0
9 76 48 50 0 0
10 79 74 53 01 1
11 82 63 23 0 0
12 81 62 63 0 0
13 77 39 50 0 0
14 79 79 57 01 1
15 88 57 57 0 0
16 78 51 53 0 0
17 86 75 50 01 1
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Ertékelés

Az eredményesség kritériumainak meghatarozasa eltérd az egyes szerzéknél. Mayber-
ry az egyes szintek eredményességi kritériumait sorrendben 50, 80, 65, 60 szdzalékban
jelolte meg. Masok altaldban 5 feladatbol 4 megoldasa esetén tekintették az adott szintet
a tanuld sajatjanak. Azt a tanuldt, aki az altala elért legmagasabb szint alatt nem teljesi-
tett minden szintet, nem vették figyelembe a tudasszint megallapitasanal.

En a feladatok értékelésénél egységesen 70 szazalékos teljesitményt tekintettem sike-
resnek. (1. tabldzat)

A felmérés eredménye szerint a 17 hallgatobdl tiz a nulladik, 6t az elso, kettd pedig a
masodik szinten van.

A tovabbi feladatok alapjan a csoportbdl senki nem érte el sem a harmadik, sem a ne-
gyedik szintet. A 12., 14., 15. feladattal senki nem foglalkozott érdemben, a 10-dikre nem
sziiletett jo megoldas, a 11-diket hatan, a 13-dikat tizenegyen oldottdk meg hibatlanul.

A csoport atlagos teljesitménye feladatonként:

Feladat la. 1.b. lec 2. 3. 4. S5a 5b. 5S¢ 6a 6b G
Teljesitmény 89% 94% 62% 81% 83% 90% 83% 21% 82% 56% 19% 76%
Feladat 7. 8. 9. 10. 11 2. 13 14. 15.
Teljesitmény 75% 55% 68% 20% 35% 0% 68% 0% 0%

A hallgatéi valaszok elemzése

0. szint

1. feladat: A 20-as alakzatot tizenkilencen, a 17-est tizenhatan soroltak a haromszogek
kozé, és volt négy, illetve hat fo, aki a 16-ost, illetve 15-0st is haromszognek tekintette.
Az eredmény mindenképpen meglepd, hiszen nagyon egyszerii fogalomrol van szo. A
téglalapok kivalasztasanal is talalkoztunk tipikusnak mondhato alsé tagozatos hibakkal.
Igy tizenegyen csak az 5. alakzatot tekintették téglalapnak, és volt harom olyan hallgato,
aki a 6-ost €s a 8-ast is oda sorolta, s6t egyikiik a 18-ast is.

A sokszogek esetében jol felismerhetd volt az a gondolatmenet, hogy a mar kivalasz-
tott haromszogeket, téglalapokat (12 f0), illetve egyaltalan a négyszogeket, haromszoge-
ket nem irtak be (6 f6).

Négyen a konkav sokszogeket kihagytak, nyolcan gorbevonalut is beirtak. A 7-es, il-
letve a 17-es alakzatot tizennégyen soroltak ide, ketten pedig a téglatestet is sokszognek
tekintették.

A 2. feladatban nem értékeltem kiilon, ha a hallgatd Osszetett elnevezést adott, ugyan-
is ez nem sziikséges a 0. szint kovetelményeinek teljesitéséhez. Egyediil az i. alakzat
megnevezése jelentett problémat, csupan két hallgato irt geometriailag helyes elnevezést.
(sikidom, konkav alakzat)

A 3. feladatban az ,,ugyanolyan alaku” megfogalmazasra senki nem kérdezett ra, ugy
tlint, hogy mindenki hasonlé sikidomokat keresett. Volt két olyan hallgato, aki a 2 négy-
zetet nem kototte 0ssze, valosziniileg azért, mert helyzetiik eltért, s egy olyan is, aki a két
deréksz6gli haromszoget a tompaszogiivel ugyanolyan alakunak tekintette.

Az 1-3. feladat elemzése utan megallapithatjuk, annak ellenére, hogy a 70 szazalékos
kovetelményszintet mindenki elérte, volt néhany olyan hiba, mely az 1-2. osztalyban ti-
pikus, a hallgatdk esetében azonban meglepd. Ezek a hallgatok (szaggatott vonallal raj-
zolt haromszog, haromszog alakt vonalzd képe, sziv alakzat) késébbi tanulmanyaiktol
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fuggetlentiil csak észlelésiikre tamaszkodtak, s igy ténylegesen a 0. szintnek megfeleld
valaszokat adtak. Haromszognek tekintették a ,,haromszog-szeri” alakzatokat is.

1. szint

A 4. feladat konkrét haromszogek tulajdonsagainak meghatarozasara vonatkozott. A B
tulajdonsag esetén 6ten voltak azok, akik a 8-as haromszoget derékszoglinek tekintették
(ennek egyik hegyesszoge valdban kevéssel tér el a 90°-tol), nem érezték sziikségét an-
nak, hogy ezt egyszerli modszerrel (derékszogli vonalzd, papirlap) ellendrizzék. Volt
olyan, aki a C tulajdonsagot olyan haromszoghoz is hozzarendelte, amelyet az elébb a B
csoportba is besorolt. Nyilvan 6 nem latott kapcsolatot az egyes haromszog-tulajdonsa-
gok kozott. Az E és F tulajdonsagok kolesondsen feltételezik egymast, mégis volt hat
olyan hallgatd, aki az 1-es haromszoget egyenld szarinak tekintette, de nem tengelyesen
szimmetrikusnak. Ebben az esetben valdsziniileg a haromszog helyzete befolyasolta,
mert itt a tengely nem volt fliggdleges.

Az5. feladat a hallgat6 eldtt 1évo abrak segitségével a haromszogek altalanos tulajdon-
sagaira kivancsi. Az A kérdésre mindenki helyes valaszt adott, az indoklas azonban mar
nem volt teljes: tizenegyen irtak azt, hogy azért van a derékszogii haromszognek leghosz-
szabb oldala, mert az atfogé a leghosszabb, de nem fejtették ki, hogy miért. Ez a valasz
azonban igy is kedvezdbb, mint a Mayberry-cikkben 1évok, mert ott a hallgatok 63 sza-
zaléka gondolta gy, hogy a derékszogl haromszogeknek nincs leghosszabb oldaluk. A
B kérdésre adott valaszok mar arnyaltabb képet mutattak: hét hallgatéd adott igen valaszt,
de egyikiik indoklasa sem volt elfogadhat6. A 10 ,,nem” valasz kozott figyelmet érdemel,
hogy oten az egyenld szarh és az egyenld oldali haromszdg fogalmanak keverése miatt
dontottek rosszul. A C részre 5 hallgato valaszolt igennel és indokolt rajzzal. Tovabbi né-
gyen indoklas nélkiil irtak igent, nyolcan pedig nem vagy rosszul valaszoltak.

A 6. feladat harom alakzat 4 tetszoleges tulajdonsaganak felsorolasat kérte. Altalanos-
sagban megallapithatjuk, hogy mindharom esetben nehézséget jelentett 4 tulajdonsag ta-
lalasa. A paralelogrammardl hatan irtak, hogy atléi merdlegesek egymasra. Ugyancsak
hat esetben olvashato a ,,bels6 szogeinek Gsszege 360°”, ami helyes, de természetesen
minden négyszogre igaz, kilencen a kockanak egyetlen helyes tulajdonsagat sem tudtak
megfogalmazni. A négyzet jellemzoit hat f6 sorolta fel, tizenegyen pedig valdsziniileg a
kockara gondoltak ugyan, de az oldal, a szog szavakat hasznaltak a lap, az €l, a csucs sza-
vak helyett. A legtobb jo valaszt a szabalyos haromszog esetében kaptuk. Itt is tizennégy
volt azok szama, akik a ,,szogeinek 6sszege 180°”-ot irtak. Tobb esetben tulajdonsag he-
lyett definicidval talalkoztunk: ,,Magassagvonala 2 derékszogii haromszogre bontja.”
vagy ,,egy csucsabol a szemkozti oldalra allitott merdleges a magassagvonal”.

Az 1. tabldzat szerint 17-bol hét hallgaté felelt meg ezen szint kovetelményeinek. A
hibak egyrészt a fogalmak pontatlan ismeretére utalnak, masrészt arra, hogy az egyes
alakzatok tulajdonsagait nem felfedezés, gyakorlatok megoldésa soran ismerték meg, ha-
nem csupan mechanikusan megtanultak, igy az idd elteltével ezeket keverik.

Valaszaik elorevetitik, hogy az alakzatok ala-, folérendeltségi viszonyai, a tulajdonsa-
gok kozotti osszefliggések felismerése problémat jelent.

2. szint

A 7. feladatra 20-bol 15 j6 valasz sziiletett, sajnos, itt a feladat jellegéb6dl adodéan nem
tudunk a hibés valaszok okaira kovetkeztetni.

A 8. feladat allitasai kozil az utolsé kettd jelentette a legnagyobb problémat. A ne-
gyedik allitasrol (,,Ha az ABC haromszog oldalait és szogeit elfelezziik, hozza hason-
16 haromszoget kapunk.”) tizenhatan vélték azt, hogy igaz. Csupan négyen, a hallgatok
20 szazaléka valaszolt helyesen. (Mayberry (1983) cikkében a jé valaszok aranya 76
szazalék volt.)

58




Iskolakultura 2003/12

Herendiné Konya Eszter: A tanitojeloltek geometriai gondolkodasanak jellegzetességei

Az utolso allitast (,,Minden kocka téglatest.”) csak 6ten tartottak helyesnek.
A 9. feladat eredményeit a 2. tdbldzatban hasonlitjuk Gssze a mar tobbszor emlitett
Mayberry-cikk (1983) eredményeivel.

2. tdablazat. Felmérésiink eredményei a Mayberry-tesztek eredményeivel dsszevetve

Sajat eredményeink Mayberry eredményei
2 négyzet hasonlo
Mindig 94% 74%
Néha 6% 26%
2 egyenld szdru haromszog hasonlo
Mindig 53% 53%
Néha 47% 37%
Soha 0% 5%
Nem tudja 0% 5%
2 egybevdgo hdaromszog hasonlo
Mindig 65% 58%
Néha 24% 21%
Soha 0% 16%
Nem tudja 11% 5%
1 téglalap és 1 négyzet hasonlo
Mindig 12% 26%
Néha 35% 37%
Soha 53% 37%
1 téglalap és 1 hdaromszég hasonlo
Mindig 0% 11%
Néha 0% 16%
Soha 100% 73%

A tablazatbol egyrészt az tiinik ki, hogy hallgatdink eredményei az 5 kérdés koziil 4-
ben jobbak, mint az amerikai vizsgalatban szerepl6ké, masrészt az, hogy a bizonytalan-
sagok ugyanott jelentkeztek mindkét esetben. Jol megfigyelhetd ez a két egyenld szart
haromszog, illetve egy téglalap és egy négyzet hasonlésaganak problémajanal.

A 2. szint feladataira adott hibas valaszok jol mutatjak a kiilonboz6 alakzatok kozot-
ti kapcsolatok, a fogalmak hierarchikus viszonyainak (pl. hasonldsag ¢és egybevagosag)
hianyat.

Tovabbi feladatok

A 10. egy egyszerl bizonyitas lépésenkénti konstrualasat kivanta. Mindenki a szoveg-
nek megfeleld, jo rajzot készitett. A ,,Mit mondhatunk a haromsz6gr6l?” kérdésre heten
egyenld szar(, nyolcan egyenld oldalt haromszoget irtak. A 8 valaszbol sejthetd, hogy a
mar korabban emlitett fogalmi zavarrdl van sz6. Az indoklasok egyértelmiien bizonyit-
jak, hogy nem veszik figyelembe a szovegben szerepld feltételt. (Az ADC és a DBC ha-
romszdg egybevagd.)

A Iépések indoklasa sem értékelhetd: Az ,,AD=DB” allitast tizendten indokoltak azzal,
hogy D felezépont, de nem lattak sziikségesnek, hogy ezt megokoljak.

Hasonldan a ,,CD merdleges AB-re” allitasra 14 olyan indok érkezett, hogy CD ma-
gassagvonal (esetleg felezdé merdleges vagy szimmetriatengely). Mind6ssze egy hallga-
t6 akadt, aki a feladat szovegében szerepld egybevagdsag kdvetelményére utalt.

A 11. feladatban szerepld tétel €s bizonyitasa elvileg jol ismert a hallgatok elétt, az 1.
éves vizsgaanyagban is szerepelt. Ennek ellenére minddssze hat j6 valasz sziiletett, har-
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man csak az egyik allitast vették figyelembe, ketten probalkoztak (sikerteleniil) a megta-
nult képlet felidézésével ((n-2)/180°).

A 12. feladat valaszai nem voltak értékelhetdk: négyen semmit nem irtak, a tobbiek
rajzoltak két parhuzamos egyenest. Koziilik egy hallgat6 utalt a diszkussziora (csak ak-
kor van ilyen pont, ha az egyenesek parhuzamosak), nyolcan a pontok mértani helyét a
két parhuzamos kdzépvonalaban jelolték meg. Senkinek sem jutott eszébe az, hogy a két
parhuzamos egyenes tavolsaga nem feltétleniil 2 cm, sem pedig a metszd egyenesek ese-
te. Nem figyeltek arra, hogy a feladatban megfogalmazott helyzet nem ugyanaz, mint a
benniik é16 szemléletes kép. Altalanositas, esetvizsgalat tehat nem tortént.

Az utols6 harom feladat csupan formalis logikai ismereteket igényelt annak ellenére,
hogy az allitasok az euklideszi geometria korébe tartoztak. A 13. feladat az indirekt bizo-
nyitasi modszerre utalt, s az els6 bizonyitasi 1épés (tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz)
meghatarozasat varta el. Csupan 2 hallgaté probalta megfogalmazni az allitas tagadasat,
a tobbiek nem értették meg a feladatot.

A 14. feladatra nem kaptunk jo vélaszt, 10-en nem irtak semmit, 7-en megprobaltak ér-
telmezni azt, amit az axioma allit.

A 15. feladat két tétel formalis megforditasat kérte. Az els6nél egyértelmii volt a felté-
tel és a kovetkezmény szerepe, ennek megforditasa 15 hallgatonak sikeriilt. A masodik-
ban nem kiilontilt el explicit médon a két rész, itt 12 helyes valasz sziiletett.

A két legmagasabb szint kovetelményeinek egy hallgaté sem felelt meg, noha a felada-
tok nem haladtdk meg a kozépiskolai tananyagot. Helyenként talalkozhattunk formalis
tudassal, de a deduktiv gondolkodas nem észlelhetd.

Néhany kovetkeztetés

A felmérés szerint a hallgatok a 0. szintet biztosan uraljak, azonban t6bb esetben lathat-
tuk, hogy nyelvezetiik, fogalmaik a gyerekek (1-2. osztaly) szintjén all. Feltehetd, hogy ké-
sObb szerzett ismereteik nem voltak kellden megalapozottak, gyakorlati tevékenységgel, al-
kalmazassal nem parosultak, a mechanikus tanuldssal szerzett tudas pedig elveszett.

Az 1. és a 2. szint elvarasaiban megmutatkozd hianyossagok még elgondolkodtatob-
bak. Hipotézisemmel ellentétben a 17 hallgaté koziil 7 érte el az 1. szintet s csak 2 a 2.
szintet. Ez ugy is értelmezhetd, hogy 10 hallgatd (a csoport tobb, mint fele) nem rendel-
kezik azzal a biztos tudassal, amit egy 4. osztalyos tanul6tdl elvarunk.

Az utols6 6 feladat sikertelensége a kozépiskolai geometria-tanitds hianyossagaira
utal. A hallgatok nemhogy ralatassal nem rendelkeznek az alsds tananyagra, maga a tan-
anyag ismerete is kérdéses.

A van Hiele-elmélet és az elmélet érvényességét vizsgalo tanulmanyok egyarant utal-
nak olyan szempontokra, melyeket fejlesztémunkankban mi is hasznosithatunk.

A szintek hierarchidja a jelen felmérésben is kimutathatd. Egyetlen olyan hallgaté sem
volt, aki példaul a 2. szintnek megfelelt volna, de a 0-diknak vagy az 1-s6nek nem.

Az is lathatd azonban, hogy a szintek nem kiilonithetok el teljesen, példaul egy 0.
szint(i valasz helyességét befolyasolhatjak magasabb szintii ismeretek (sokszdgek az 1.
feladatban).

Felmérésiinkben nem vallalkoztunk arra, hogy az egyes fogalmi kordkben kiilon-kii-
16n vizsgaljuk a hallgatok gondolkodasi szintjét. Az elmélettel 6sszhangban azonban mi
is észrevettiink olyan jeleket, amelyek arra utalnak, hogy egy-egy hallgato kiilonb6z6 fo-
galmakat kiilonboz6 gondolkodasi szinten sajatitott el. Példaul a kocka esetében meglé-
vo félreértések azt mutatjak, hogy az illetd itt még a 0. szint kovetelményeinek sem felel
meg, mig a tobbinél joval magasabb szinten all.

Végiil kiemelném az elméletnek azt a megallapitasat, hogy a geometriai gondolkodas
fejlesztése elsdsorban nem az életkor, hanem az alkalmazott médszerek fiiggvénye. En-
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nek alapjan joggal bizhatunk abban, hogy a tanitojeldltek tudasaban észlelt hianyossagok
potolhatok. Megfelel6 elméleti, gyakorlati képzéssel elérhetjiik, hogy mindegyikiik ren-
delkezzen legalabb az els6 két szint kovetelményeinek biztos ismeretével. Az 1. éves el-
méleti kurzusokon nagyobb hangsulyt kell helyezniink az egyes fogalmak biztos ismere-
tére, kiilonos tekintettel az alsd tagozaton is el6forduld fogalmakra. Meg kell gy6z6d-
niink arrol is, hogy hallgatoink birtokaban vannak a fogalmak kozotti hiererchikus rend-
szerek ismeretének. A szeminariumokon elsdsorban a fogalmak elmélyitésére, rendsze-
rezésére kell torekedniink. A hallgatokat valtozatos problémaszituaciok elé allitva fej-
leszthetjiik érvelési, indoklasi képességeiket. 2. éven a tantargy-pedagégiai kurzuson
meg kell ismerkednilik nemcsak az also tagozatos tananyaggal, hanem a geometriai gon-
dolkodas fejlesztését leird altalanos elméletekkel is. Az egyes tanulasi fazisokat tudato-
san alkalmazva, mindegyikhez kelld feladatmintat Gsszegy(jtve, kiilonbdzé munkaesz-
kozoket megismerve hallgatdink geometriatanitasa tudatosabba valhat.

Ha mindez megtorténik, hallgatéink eredményesebben fogjak alakitani, fejleszteni
majdani tanitvanyaik geometriai gondolkodasat.

Jegyzet

(1) A feladat a Hajdu — Novak — Scherlein: Matematika 1. tankonyvben szerepel.
(2) Az A és B kérdés Mayberry (1983) munkajaban szerepel.

(3) A feladat Mayberry (1983) munkdjaban szerepel.

(4) A feladat szerepel Mayberry (1983) munkajaban.

(5) A feladat szerepel a Geometriai feladatok gyiijteményének 1. kotetében.
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