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A képességek fejlodésének
logisztikus modellje

A képességek fejlodese és fejlesztése az iskolai oktatds legfontosabb
kérdesei kozé tartozik. A pedagogiai kontextusban gyakran haszndilt
Jejlodes-fejlesztés szokapcsolat pontosan érzékelteti, hogy a
problemdnak két oldala van.

lyek megismerése alapvetd jelentdségli a fejlodés optimalis kereteinek kialakita-

sahoz. Az oktatas problémaival foglalkoz6 kutatok figyelme — értheté okokbdl —
elsésorban a fejlesztés lehetdségeire ¢s feladataira, a képességek szerkezetére, a fejlesztés
tartalmi oldalara iranyul (Id. pl. Csapo, 1999; Nagy, 2000). Ugyanakkor — ez a kérdés ma-
sik oldala — a képességfejlodés pszicholdgiai torvényeinek szempontjai, amelyek szintén
fontosak az iskolai oktatas tervezésében, nem mindig jatszanak a jelentdségiiknek megfe-
lel6 szerepet. A képességek fejlodésének harom sajatossagat érdemes kiemelni. Az oktata-
si rendszer mai mechanizmusai kiilonb6z6 mértékben veszik ezeket figyelembe.

Ma mar kozismert, hogy a készségek, képességek fejlddése idoben elhuzddo folya-
mat. Egy-egy készség, képesség kialakulasahoz legalabb honapokra, de inkabb évekre
van sziikség, néhany altalanos képesség fejlédési folyamata pedig akar tobb évtizedet is
atfoghat. A fejlédési folyamatok iddigényét, a képességfejlodés folyamat-jellegét az ok-
tatas egyre jobban figyelembe veszi. Egy-egy képesség fejlesztésével (példaul olvasas,
szamolasi készségek) valdban hosszabb (bar gyakran nem kelléen hosszt) ideig foglal-
kozik az iskola.

A gyerekek kozott jelentds fejlettségbeli kiillonbségek vannak. Ez azt jelenti, hogy az
azonos évfolyamra jar6 gyerekek kozott érettségiiket, az egyes képességeik fejlettségét te-
kintve jelentds kiilonbségek vannak. Az azonos életkoru tanuldk kozotti fejlettségbeli kii-
16nbségek — a kiilonbségeket az adott lemaradas behozasahoz sziikséges iddre atszamolva
— akar tobb évet is elérhetnek. Ezekkel a kiilonbségekkel az iskola tobbnyire nem tud mit
kezdeni. Bar a kiilonbségek ismertek, részletesen dokumentaltak, alig miikédnek olyan
mechanizmusok, amelyek a kezelésiikre szolgalnak vagy a kiegyenlitodést segitik.

A gyerekek kozotti kiilonbségek sokfélék lehetnek. Ez a felismerés nem eléggé valt a
pedagogiai gondolkodas részévé. Egyrészt az egyes pszichologiai tulajdonsagok tekinte-
tében a gyerekek kozotti kiilonbségek mas-mas modon alakulhatnak, masrészt a fejlodes
természetébdl, kiillonbozo tempdjabol kdvetkezden hosszabb idészakot atfogo fejlodési
folyamat soran a kiilonbségek mértéke is valtozhat.

Kozelebb visz benntinket az iskolai oktatas néhany krénikus problémajanak megérté-
séhez, ha a fejlédés tovabbi mennyiségi sajatossagait megismerjiik. Régi pedagdgiai ta-
pasztalat, hogy egy-egy készség vagy képesség fejlddése lassan indul, aztan felgyorsul,
majd egy lassulo fazissal kozelit a végsé allapothoz. Ebben a tanulmanyban a képessé-
gek fejlodésének mennyiségi természetét vessziik kozelebbrdl szemiigyre, pontosabban
leirva és megmagyarazva az emlitett tapasztalatot. Bemutatjuk a novekedést leiré mate-
matikai modellt, majd kiilonb6z6 vizsgalatok adatai alapjan meghatarozzuk a fejlédést
leird fuggvényeket. Végiil megfogalmazzuk a modellbdl levonhatd pedagogiai kovet-
keztetéseket.

ﬁ fejlddés meghatarozott pszicholdgiai torvényszeriiségek szerint megy végbe, ame-
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A fejlédés jellemzésére szolgalo fogalmak

Aképesség, ismeret, fejlodés, tanulds terminusok az iskolai oktatassal kapcsolatban leg-
gyakrabban hasznalt fogalmak. Altalaban a képességek fejlodésérol és az ismeretek tanu-
lasardl beszéliink, azonban a késobbi elemzésekhez nem lesz sziikség a pontos fogalmi
megkiilonboztetésiikre. Ezért a tovabbiakban nem tesziink kiilonbséget fejlodés és tanulas
kozott, mindkettd a tudas gyarapodasat reprezentalja. Ez a k6zos szohasznalat természe-
tesen nem azt jelenti, hogy a tudas valtozasa egységes jelenség lenne. (Csapo, 1992)

A kognitiv fejléddésnek, miként a pszichikus fejlddés més dimenzidinak is, vizsgalhat-
juk a mennyiségi és a mindségi természetét egyarant. Vannak olyan elméletek, amelyek
a kognitiv fejlodést elsdsorban mindségi valtozasok sorozatanak tekintik. Az ilyen elmé-
letek a valtozasokat kiilonb6z6 allapotok kdzotti ugrasszerl atmenetekként fogjak fel. A
talan legnagyobb hatasu elmélet, Piaget kognitiv fejléddéselmélete igy jellemzi az értel-
mi fejlédést. Mas modellek a fejlodés kvantitativ vonatkozasaira helyezik a hangsulyt, és
a fejlodést mennyiségi novekedésként irjak le. Ez utdbbi megkozelitésre példaként a
pszichometriai modszereket, az értelmi képességek tekintetében az intelligencia tesztek-
kel torténd mérését emlithetjiik.

Az itt kovetkezd elemzésekben csak a fejlodés mennyiségi oldalaval foglalkozunk.
Feltételezziik, hogy bar a fejlddés alapvetd természetét tekintve tobbnyire kvalitativ jel-
legii lehet, az ennek eredményeként bekovetkezo teljesitményvaltozasok mar mennyisé-
gi jellegliek és mérhetoek.

Az értelmi fejlodés mindig az egyének valtozasa, kdzvetleniil intra-individudlis 6ssze-
hasonlitasokkal, tehat egy egyén kiilonb6z6 idépontokban megfigyelt allapotainak 6ssze-
vetésével tanulmanyozhat6. Az ilyen megfigyelések a vizsgalatba bevont egyének tanul-
manyozott életszakaszaban teszik sziikségessé a valtozasok nyomon kdvetését, azaz lon-
gitudinalis adatgytjtést igényelnek. A longitudinalis vizsgalat, bar megbizhat6 eredmé-
nyeket szolgaltat, szamos modszertani nehézséggel jar és tobbnyire rendkiviil koltséges.
Ezért a fejlédést gyakran az inter-individudlis 6sszehasonlitasok, azaz kiilonb6z6 koru
mintak egy adott iddpontban valé megvizsgalasa révén tanulmanyozzak.

A keresztmetszeti vizsgalatok adatai a fejlddésre megfeleld becslést adnak, ha vi-
szonylag rovid id6t fognak at €s az alatt az id6 alatt nem kdvetkezik be 1ényeges valto-
zas a képességek fejlodését befolyasolo kornyezet tekintetében. Az emlitett nehézségek
miatt a pedagogiai kontextusban tilnyomorészt keresztmetszeti felméréseket végeztek. A
kovetkezd elemzésekhez szintén azonos idopontban kiilonbozd életkoru tanuldkkal fel-
vett adatokat hasznalunk fel.

Mivel ma mar a kdzoktatas a népesség egészét és nem csak egy kis hanyadat fogadja
magaba, az iskolaba jar6é populacio megismerése a pedagogia feladatava valt. Az egyes
korosztalyon beliili kiilonbségeket jol kifejezi egy-egy felmérés eredményének a szoro-
dasa, amelynek a statisztikai mértéke a szdras.

Az egymast kovetd korosztalyok kozott is vannak kiilonbségek, amelyeket a fejlodés
természetes eredményének tartunk. Tovabba, ha az egyes korosztalyokon beliili eltérése-
ket az id6 fuggvényében vizsgaljuk, tipikusan azt tapasztaljuk, hogy ezek az eltérések no-
vekednek. A pedagogiai irodalomban ezt a jelenséget gyakran a teljesitmények polariza-
cidjanak nevezik.

A linearis valtozason alapulé szemlélet korlatai
A képességek fejodésérol alkotott kozkeletl vélekedés szerint a fejlddés linedris nove-
kedés, a képesség fejlettsége aranyos az életkorral, vagy legalabbis egy adott iddszak

alatt bekovetkezett fejlodés mértéke aranyos az eltelt idével. Ezen a szemléletmddon ala-
pult az intelligenciahdnyados eredeti (mentalis életkor osztva a naptari életkorral) defini-
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cidja. Eszerint az egyének kozotti kiilonbségek az eltérd (de egy adott tanuld esetében al-
landd) fejlodési tempobol fakadnak. Ha a fejlodés linearis, akkor a teljesitményt, példa-
ul valamilyen képesség-teszt eredményét az életkor fiiggvényeében adbrazolva az /. dbrdn
lathaté egyenesekhez hasonl6 képet kapunk.
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1. dbra. A képességek linedris fejlodésének szemléletmodja

Az abran lathaté egyeneseket példaul harom tanulo feltételezett fejlodési palyajanak
tekinthetjiik. Ilyen abrakkal gyakran talalkozhatunk, hiszen a keresztmetszeti vizsgalatok
eredményeit abrazolva hasonld grafikonok keletkeznek. Két kiilonbozé idépontban
ugyanazzal a teszttel felmérve a tanuldkat a teljesitmények ndvekedését tapasztaljuk. To-
vabbi adatok hianyaban a két mérési pontot egyenessel kotjiik dssze.

Egymashoz kozeli idopontok esetében még nem kovetiink el nagy hibat, ha két adatot
egyenessel kotiink dssze. Olyan széles intervallumot vizsgdlva azonban, amely az adott
képesség csaknem teljes fejlodési szakaszat atfogja, a valtozas mar nem linedris. Példa-
ul, ha felmérjik az induktiv gondolkodas fejlettségét az altalanos iskola harmadik €s a
kozépiskola harmadik osztalyaban, akkor az /. dbra szerinti feltételezés mar biztosan
nem igaz. A képességfejlodés valodi folyamatainak szemléltetésére a 2. dbrdan kiillonbo-
706 felmérésekbdl szarmazd adatokat mutatunk be.

Az adatok két kiilonb6z6 vizsgalatbol szarmaznak. Szegeden 1993/94-ben egy induk-
tiv gondolkodas teszttel végeztiink felmérést. Ugyanennek a tesztnek a roviditett (és ne-
hezebbé tett) valtozataval 1999-ben orszagos reprezentativ mintan megismételtiik a fel-
mérést. (Csapo, 1994, 2001) A szegedi adatfelvétel a harmadiktol a tizenegyedik évfo-
lyamig, az orszagos az 6todiktdl a tizenegyedik évfolyamig terjedd életkori tartomanyt
fogta at. Az abran az egymas melletti mérési pontokat egyenessel kotottiik dssze. (Hason-
16 eredményeket kaptunk 1995-ben a 7. és 11. évfolyamon végzett felmérés soran, 1d.
Csapo, 1998.) Mindamellett tobb mérési pont is egy egyenesre vagy ahhoz kozel eshet,
igy akar még négy-hat évet atfogd felmérés alapjan is a fejlodés linearis jellegére utald
adatokat kaphatunk. Az 1999-ben elvégzett felmérés adatait abrazold gérbén talalunk
ilyen szakaszokat. Ugyanakkor a szegedi vizsgalat adatait abrazolva mar megmutatkozik
a fejlodési folyamatokra altalaban inkabb jellemzé, elnyult S alakt logisztikus gorbe.
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2. dbra. Az induktiv gondolkodas fejlodése

A 2. dbrdn a kozépiskolasok eredményeit bemutatjuk iskolatipus szerinti bontasban is,
tehat kiilon egyenessel jellemezziik a szakmunkas, a szakkozépiskolas és a gimnaziumi
tanulok fejléddését. A szakmai publikaciok sokasagaban talalunk ilyen jellegli abrazolast,
tudnunk kell azonban, hogy ezek az egyenesek egy hosszabb fejlodési folyamatbol csak
egy kis szakaszt mutatnak be, €s a fejlodés iitemét nem altalanosithatjuk mas életkori sza-
kaszokra. Ez egyben jelzi azt is, hogy a fejlettségbeli kiilonbségek az id6 eldrehaladtaval
— egy-egy részminta esetében — valoban ndvekednek. Az abra azonban jelzi a linearis
szemlélet korlatait és a képességek fejlodését jobban leird modell hasznalatanak sziiksé-
gességét is.

A fejlodés logisztikus modellje

A természetben megfigyelhetd fejlodési folyamatok tobbnyire nem linearis jellegiiek.
Az egyik legaltalanosabb jelenség az exponencialis valtozas. Ez akkor all eld, ha egy
mennyiség idéegység alatti megvaltozasa aranyos maganak az adott mennyiségnek az
aktualis értékével. Allandé kamatlab mellett exponencialisan nvekszik a bankban elhe-
lyezett pénz 6sszege. Exponencidlis titemben szaporodik egy populacid, ha az egymast
kovetd generacidkban a sziildk ugyanolyan aranyban hoznak létre utédokat mindaddig,
amig semmi nem korlatozza a novekedést. Sok mas novekedési folyamat korai szakasza
is pontosan leirhatd az exponencialis valtozas feltételezésével.

Az exponencialis novekedés a

dF/dt=rF
differencidlegyenlettel jellemezhetd, ahol F a fejlettség egy adott idépontban, dF annak
megvaltozasa a dt id6 alatt, az r pedig a fejlodésre jellemzd konstans.

Az egyenlet egyik megoldasat a kovetkezo exponencialis fuggvény adja:

F(t) = FO‘C”
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ahol F(t) a fejlettség az id6 fliggvényében, F, a fejlettség induld szintje, e pedig a termé-
szetes logaritmus alapja.

A novekedés azonban bizonyos id§ eltelte utdn mindig valamilyen korlatba titk6zik. A
talan legtobbet tanulmanyozott bioldgiai jelenség, azaz a populdcié novekedése esetén a
kornyezet tliroképessége, konkrétabban a rendelkezésre allo taplalékforras szab gatat a
tovabbi novekedésnek. A korlat a fejlodés kezdeti szakaszaban még nem érezteti hatasat,
ekkor a fejlddés iiteme hasonlit az exponencialis valtozashoz. Azonban a korlat hatasa
annal er6sebb lesz, minél jobban megkdozeliti azt a fejlettség aktudlis szintje. A korlat
(példaul az erdforrasok kimeriilése) hatasat szintén egy (az eldzdvel ellentétes iranyban
hato6) exponencialis fliggvénnyel vehetjiik figyelembe. A két hatds (az exponencialis no-
vekedés, illetve a korlat szerepének exponencialisan névekedo stlya) ereddjét egyiittesen
a logisztikus fliggvény irja le.

A novekedés emlitett tulajdonsagat figyelembe véve a fejlodés valtozasi sebességének
meghatarozasakor, megfeleld helyettesitéssel, hataratmenettel, valamint a logaritmus
azonossagai alkalmazasaval a kovetkez6 formulahoz jutunk:

F(t) = K-Fyet/ [Fy(et-1)+K]

ahol

F(t): a fejlettség t id9 elteltével;

Fy: a kezdeti fejlettség (a t = 0 iddpontban);

K: a fejlodés korlatja;

r: a ndvekedést meghatarozo konstans, novekedési rata.

A logisztikus fiiggvény természetét a populacié novekedésével (1d. Molndr, 1999) kap-
csolatban el6szor részletesen Verhulst (1) vizsgélta. (Hoppensteadt, 1982) Megfigyelhe-
telmi fejlodés modellezése soran is. (Yeargers, Shonkwiller és Herold, 1996)

Miel6tt a konkrét elemzésekre ratérnénk, érdemes megfontolni, milyen szakmai ta-
pasztalatok és feltevések alapjan javasoljuk a logisztikus gorbét a képességek fejlodésé-
nek modellezésére, azaz miért lehet egy matematikai sszefliggést — amely sok kiilonbo-
z0 tartalmt novekedési folyamatot leir — a képességek fejlettségi szintjének jellemzésére
is hasznalni. Lényegében elegendé annak megmutatasa, miért indul a ndvekedés expo-
nencidlis litem{ valtozassal, azaz milyen folyamatokat tételezhetiink fel, amelyek révén
a képességek idoegységre es6 valtozasa aranyos az aktualis fejlettség szintjével.

I[lyen mechanizmusokat kénny{ talalni. Ha egy készség vagy képesség a megfeleld te-
vékenység gyakorlasa (példaul valamilyen miiveletvégzés) révén fejlodik, és a fejlettebb
képességgel ugyanabbol a tevékenységbdl tobbet tudunk egy idoegység alatt végezni, ak-
kor a tobb gyakorlas nagyobb névekedéshez vezet. igy tehat a gyorsuld iitemii valtozast
megmagyarazhatjuk, a korlat 1étezését és hatasat mas novekedési folyamatokhoz hason-
l6an értelmezhetjiik.

A képességek fejlodése szempontjabdl tehat mindkét exponencialis valtozas alapjaul
szolgalo feltevés megalapozhato. Egyrészt a képesség tijabb képesség megszerzésének
eszkoze, a fejlettség egy adott szintje meghatarozza, hogy mennyit lehet a képességet egy
adott id6 alatt gyakorolni, igy az els6 szakasz exponencialis valtozasa értelmezhetd. A
képességek kivitelezésének szellemi és bioldgiai alapjai pedig nyilvanvald korlatot je-
lentenek, aminek a hatasa a képesség fejlodésével egyre érzékelhetobbé valik. Itt termé-
szetesen csak az alapelvekre kereshetiink magyarazatot, a mechanizmusok konkrét értel-
mezésére csak egyes készségek és képességek fejlodésével kapcsolatban lenne mod.

A késobbi modellezés megkonnyitése érdekében vizsgaljuk meg alaposabban a
logisztikus gorbék tulajdonsagait, paramétereit. (3. dbra) A logisztikus gorbe egy expo-
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nencialisan gyorsuld, majd lassulo trend szuperpozicidjaként adddik. A kezdeti, latszolag
lassan indul6 névekedés iiteme felgyorsul, majd a korlathoz kézeledve ismét lelassul. Azt
a pontot, ahol a gyorsul¢ fejlodés lassuloba valt, inflexios pontnak nevezziik.

A 3. dbran lathatd gorbe paraméterei: K = 100, Fy= 0,1, r = 0,575. Igy a fejlodésre
olyan értékeket kapunk, amelyek megfelelnek egy széles életkori savban elhuzddé fejls-
dési folyamatnak. Ha az id6t években mérjiik, akkor a 4 évhez az 1 szdzalék, a 20 évhez
a 99 szazalék fejlettségi érték tartozik. Az inflexids pont 12 év koriil van, ekkor a fejlett-
ség 50 szazalékos.

Nézziik meg most egy konkrét példan, valddi mérés eredményeit felhasznalva, milyen
pontosan egyeznek a mért és a logisztikus fliggvény alapjan kiszamitott adatok. A 2. ab-
ran mar bemutatott 1993—94-es szegedi felmérés eredményeihez (Csapd, 1994) illesztet-
tiink logisztikus gorbét. Az illesztéshez tobb programot is felhasznalhatunk (a MS Word
grafikonszerkeszt6jének is van ilyen funkcidja, de az altalanos célu tablazatkezel$ vagy
statisztikai programokkal, példaul az Excel vagy az SPSS segitségével is meg lehet olda-
ni a feladatot). Ezek altalaban a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzak, azaz mini-
malizaljak a mért adatok és a fliggvénybdl szdmitott adatok kozotti kiillonbségek négyze-
tének Osszegét.
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3. dbra. A logisztikus fejlédési gorbe

Az itt kovetkezd elemzésekben az eredeti logisztikus fiiggvénybdl indultunk ki és a
konkrét paraméterek meghatarozasahoz ,,kézi finomhangolassal” tovabbi tapasztalato-
kat, a tesztek természetére vonatkozd megfigyeléseket is figyelembe vettiink. A mért ada-
tokat és a hozzajuk illesztett logisztikus gorbét a 4. dbrdn szemléltetjik.

A becsléshez itt a

F(t) = K'Fo'en/ [Fo'(en'1)+K] +a
fliggvényt hasznaltuk, ami a logisztikus fliggvény eredeti formajatdl csak a konstans hoz-

zdadasaban kiilonbozik. Ezzel a méréshez hasznalt teszt sajatossagait vettiik figyelembe.
(Példaul a feleletvalasztasos feladatokat bizonyos valdsziniiséggel puszta talalgatassal is
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meg lehet oldani, azaz a képesség ,,0 fejlettségi szintj¢hez” 0-nal nagyobb pontszam tar-
tozik.)

80 1T % + mért adatok (induktiv gondolkodas)
logisztikus gorbe _
+
70 1 / +/
60 T +
50 T
+
40 T
+
30 T
kor (év)

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
4. dbra. Logisztikus gorbe illesztése mért adatokhoz

A legjobb becslést az
a=21,6, K=550, F;,=0,091, r=0,555

paraméterekkel értiik el.

Az egyenlettel szamitott értékek pontossaganak illusztralasara az 1. tabldzatban meg-
adjuk a felmért korosztalyok atlagat és a logisztikus fliggvény alapjan szamitott értéke-
ket. Amint a tablazatbol kitlinik, az eltérés minden esetben kisebb, mint 1 szazalékpont.

életkor (év)

9 11 13 15 17
mért 32,95 44,53 60,28 70,20 74,10
szamitott 32,41 45,04 59,69 69,58 74,07

1. tablazat. Az induktiv gondolkodads fejlettségének mért és szamitott értékei

A képességek fejlédésének modellezése — tovabbi gorbék illesztése
felmérések adataihoz

A Szegedi Tudoményegyetemen (illetve a korabbi Jozsef Attila Tudoméanyegyetemen)
muiikodod kutatdesoport szamos olyan felmérést végzett, amelyik a képességek fejlodési
folyamatait tarta fel. A felvett adatok tobbnyire egy-egy képesség fejlodésének teljes in-
tervallumat atfogjak. A fejlédést abrazold grafikonokon igy altalaban jol felismerhet6 a
logisztikus gorbe, vagy legalabbis annak egy-egy jellegzetes szakasza.

A kovetkezokben két felmérés adataihoz illesztiink logisztikus gorbét. Az egyik a
szamlalas készségének kialakuldsa. Ez az adatsor alkalmas annak illusztralasara, hogy
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egy viszonylag rovid idoét atfogd fejlédés is logisztikus jellegii, tovabba tanulmanyozhat-
juk azt is, hogy egy logisztikus gorbe kiilonboz6 szakaszairol allnak rendelkezéstinkre
adatok. A masik felmérés az ardny fogalmanak fejlédését mutatja be. Az aranyossag jo
példa lehet arra, hogy bar egyszera és alapvetd jelentoségli matematikai 6sszefliggésrol
van szo, elsajatitasa idoben elhizodo folyamat. A tanuldk egy része csak a kozépiskola-
ban jut el teljes megértéséig.

Nézziik tehat a szamlalas fejlodését. (Nagy, 1980) Az iskolaba Iépéshez kozeli életkor-
ban (3-t6l 8 évesek korében) elvégzett felmérés azt vizsgalta, hogy meddig tudnak a ta-
nulok elszamolni.

Az 5. dbrdan azoknak az aranyat mutatjuk be kiilonbozo életkorban, akik 5-ig, 10-ig,
15-ig, illetve 30-ig tudnak elszdmolni. Ez a példa azt illusztralja, hogy még egy ilyen
egyszerl készség is, mint a szamlalas, a népesség egésze esetében tobb év alatt fejlodik
ki. Abban az életkori szakaszban, amelyet a felmérés atfog, az 5-ig valo szamlalas kész-
sége mar nagyrészt kialakult, a masik harom esetben viszont csaknem a teljes fejlodési
folyamatot jelzik a mért adatok. Egy gyerek természetesen gyorsabban megtanulhatja a
szamlalast, de a kiillonbozé tempdban fejlodod gyerekek egyiittesen az abran lathato litem-
ben valtoznak.

A mért adatokhoz az elézéekhez hasonldan csak a 30-as szamkdorben vald szamlalas
fejlodésére illesztiink logisztikus gorbét. Az abrardl lathatd az, hogy a hét évesek teljesit-
ménye kiugréan magas, azaz az iskolaba Iépve gyorsabban megtanulnak szamolni a gye-
rekek, mint ahogyan azt az addigi fejlddési titem alapjan varnank. Ezért itt a gorbe illesz-
téséhez csak a 3—6 évesek teljesitményét vettiik figyelembe. Ha csak ezekre a pontokra
illesztjiik a logisztikus gorbét, az alacsonyabb szintet jelez a késdbbi életkorokra, mint
amit a felmérés adatai mutatnak. (A gorbe paraméterei: r = 2,05, F, = 0,00075, K = 64.)
Az iskola hatasa tehat itt abban mutatkozik meg, hogy a gyerekek atlagos fejlodésének
palyéja letér a megjosolt logisztikus gorbérdl.

100
90
80
70
60
50
40 —+—5-0s szamkor
—&— 10-es szamkor
30 —— 15-6s szamkor
20 —l— 30-as szamkor
""" 30-as sz. — becslés
10
. életkor (év
. , @)

5. dbra. A szamldlas fejlédése

Egy tovabbi példaként az induktiv gondolkodassal gyakran parhuzamba allitott, az
analogias gondolkodas elemi forméajaként is felfoghat6 arany-feladat (2) megoldasaban
nyujtott teljesitményeket elemezziik. A feladat megoldasahoz csak egy egyszer(i arany
felismerése sziikséges, ugyanakkor a véletlen talalat esélye a feladat nyitottsdga miatt mi-
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nimalis. (Csapo, 1994) Az eredmények viszonylag szabalyos fejlodési folyamatot rajzol-
nak ki. (6. abra) A harmadik osztalyosok kozel nulla szintjérol a tizenegyedik osztaly vé-
gére 62 szazalékra javul az eredmény. A kilencedik és a tizedik osztaly kozott kis titem-
beli torés mutatkozik.

Els6sorban azoknak a készségeknek a fejlodésében tapasztalhatd szabalytalansagokat
lehet az iskola hatasaval magyarazni, amelyeket az oktatas rovidebb id6 alatt is hatéko-
nyan befolyasol. Ez a szamlalas esetében valoban megfigyelhetd. Az olyan altalanos ké-
pességek fejlodésére viszont, mint az induktiv gondolkodas, nem egy konkrét tantargy
vagy a tanitds egy adott szakasza, hanem inkabb az iskolazas egésze hat. Elgondolkodta-
td ebbdl a szempontbol az, amit az aranyossag megitéléséhez sziikséges gondolkodas fej-
16désével kapcsolatban lattunk. A fejlodés talsagosan elhizodo és szabalyos, azaz ugy ti-
nik, mintha az iskola alig lenne ra hatéssal.

70 T o + mért adatok (arany feladat)
()

logisztikus gorbe

/—

+
60 T

50 T

40 T

30 T

20 T +

10 T

¢életkor (év)

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
6. dbra. Az ardnyossag megértésének fejlédése

Korabbi felméréseink soran szamos mas képesség fejlédési folyamatait is feltérképez-
tik. (Csapo, 1983; Nagy, 1980, 1987; Viddkovich, 1987; Viddkovich és Csapo, 1998) Er-
demes ezek paramétereit is meghatarozni, igy ugyanis pontosabb képet kaphatunk a ké-
pességek fejlodésérol, és ha a fejlodés szabalyos logisztikus valtozast mutat, akkor a
részletes adatokat néhany paraméter megadasaval helyettesithetjiik. Ebben a tanulmany-
ban azonban tovabbi képességek fejlodésével nem foglalkozunk.

Természetesen a bemutatott adatokat és dsszefliggéseket nem tekinthetjiik ugy, hogy
azokkal kielégitd modon lehetne az értelmi fejlodés folyamatainak logisztikus jellegét bi-
zonyitani. Nem csupan azért, mert ahhoz tovabbi, szélesebb korbol gytijtott adatokra len-
ne sziikség: tovabbi adatok valdsziniileg hasonld képet mutatnanak. Barmennyi tovabbi,
a logisztikus tendenciaval 6sszhangban all6 adatot vonultatnank is fel, egy ilyen induk-
tiv megkdzelitéssel a fejlodés logisztikus jellegét szigoru értelemben bizonyitani nem le-
hetne. A bemutatott Osszefliggések azonban kelld alapot szolgéltatnak arra, hogy a
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logisztikus fejlodést mint elmélyiilt elemzésre érdemes hipotézist fogalmazzuk meg, €s a
gyakorlati megfigyelések, tapasztalatok értelmezéséhez kelld stllyal szamitasba vegytik.

A fejlodés egyéni Kkiilonbségeinek értelmezése a logisztikus gorbék
transzformaciéival

A logisztikus fuggvény paramétereinek modositasaval a gorbe [ényeges tulajdonsaga-
it tudjuk valtoztatni, azaz igy lehet a gorbét transzformalni (nyujtani, zsugoritani, eltol-
ni). Azokat a kiilonbségeket, amelyeket a gyerekek kozott megfigyelhetiink, ezeknek a
paramétereknek a valtozataival irhatjuk le. A logisztikus gérbe paraméterei meghataroz-
zak a fejlodés tempojat — mégpedig az egyes életkorokban eltérd iitemet — és az elérhetd
maximumot. Mas-mas életkorra eshet az a szakasz, amikor a leggyorsabb a fejlodés, amit
nagyjabol az inflexios pont helyével jellemezhetiink.

Nézziink néhany példat arra, milyen fejlddési gorbéket kapunk, ha az egyes paraméte-
reket valtoztatjuk. Hat kiilonbozo esetet vizsgdlunk meg. Az F, értéket egységesen 0,01-
nek valasztottuk, a logisztikus fliggvények tobbi paraméterét a 2. tdblazat foglalja 6ssze.

paraméter
gorbe K (korldat) r (fejlédési rdta)
A 70 0,80
B 70 1,00
C 50 0,95
D 90 0,70
E 70 0,70
F 90 1,00
2. tabldzat. A logisztikus gorbék paraméterei
100 T % —t=A
—A—B
90 T —+—cC
+ D
4 —X¥—E
80 o—r
70 T
60 T
50 T
40 T
30 T
20 T
10T
¢életkor (év)

7. dbra. A fejlodes logisztikus gorbéi
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Az egyes fejlodési folyamatokat a 7. abran szemléltetjiik. (Az itt bemutatott elemzes
lényegében egy korabban javasolt modell részletesebb kifejtése, Id. Csapo, 1992. 124.)

A 7. dbra gorbéi egy-egy jellemzo fejlodési palyat irnak le. Lathatd, mennyire sokfé-
le kiilonbség lehet az egyes gyerekek kozott. Elérhetnek magasabb vagy alacsonyabb
végso fejlettséget, és ezt a szintet elérhetik korabban vagy késobb. Az azonban els6 ra-
nézésre feltlinik, hogy a végso fejlettségi szintet egyetlen korai allapot alapjan nehéz len-
ne megbecsiilni.

Az A jelii tanulé palyaja egy atlagos, kdzepes tempdju és kdzepes szintet elérd fejlett-
ségnek felel meg. Az ilyen €s ehhez hasonlo fejlddési folyamat jellemzd a legtobb gye-
rekre, €s az atlagtol jobban eltérd folyamat kevesebb tanulondl figyelheté meg.

A B gorbe egy olyan ,,csodagyerek” palyajat illusztralja, akibol nem lesz ,,csodafel-
nétt”. A fejlodés koran indul, a fejlettséget egy ideig a tarsak feletti teljesitmények jel-
lemzik, de aztan végiil csak egy atlagos szintet ér el. Ugyanilyen szintet ér el az a tanu-
16 is, akit az E gorbével jellemezhetiink, csak az 6 esetében késdbb gyorsul fel a fejlodés.
Bar a végso szint megegyezik, az A, B és E tanulok iskolai palyafutasuk teljes szakaszan
egymastol nagyon kiilonbozo fejlettséget mutatnak.

A C gorbe az A-hoz képest egy kezdetben gyorsabb iitem{i, de alacsonyabb szinten
megalld fejlodést abrazol. Ez a gorbe az A-bol 1ényegében gy szarmaztathatd, hogy az
A-t mindkét tengely (az x és az y) iranyaban ,,6sszenyomjuk”. Ez a kiilonbségek legtipi-
kusabb formadja, és egyben azt is jelenti, hogy a gyerekek a fejlddés soran helyet cserél-
nek, a lassabban indulé megel6zi a kezdetben gyorsabban fejlédo tarsat.

A D tanul¢ a tipikus ,,késén éré gyermek”, akinek teljesitménye sokaig kortarsai telje-
sitménye alatt marad, csak idosebb koraban, mar a fejlddés lassuld szakaszaban éri utol
tarsait. Viszont ekkor nem csak utoléri, hanem el is hagyja 6ket és a mindvégig élen ha-
lado F gyerek fejlodési szintjét kozeliti meg.

Az F tanulo fejlodésgorbéje azt a valosagban elég ritka jelenséget reprezentalja, ami-
kor a fejlddési palydja mindig a tarsak felett halad és végiil azoknal magasabb szintet is
ér el. Ez az az eset, amikor a kiemelkedd képességet koran fel lehet ismerni, illetve a ki-
emelkedd tehetségként szamon tartott tanuld késobb bevaltja a hozza fiz6tt reményeket.

A 7. dbra egyik legszembetin6bb jellegzetessége az, hogy az egyes gorbék atmetszik
egymast, ami annak felel meg, hogy a tanulok a fejlettség tekintetében megel6zik egy-
mast. Ha tehat kiilonbozoé idépontokban fejlettségiik szerint sorba rendeznénk dket, a sor-
rend id6r6l idére masként alakulna.

Néhany kovetkeztetés

A felvazolt modellnek az a legfobb tanulsaga, hogy a gyerekek kdzott nagyon sokféle
kulonbség lehet. Még ha csak a képességek fejlodésének mennyiségi jellemzdivel foglal-
kozunk is, nagyon valtozatos kép tarul elénk. A gyerekeket egyetlen dimenzidban végér-
vényesen elrendez6 szemléletmdd tehat nemcsak leegyszer(siti a szoban forgd jelensé-
get, hanem kifejezetten téves. A képességek fejlodésének matematikai természetébol ko-
vetkezden iskolai palyafutasuk soran a gyerekek a fejlettségi ragsorban akar tobbszor is
helyet cserélhetnek. Nem lehet tehat a fejlodés egy korai szakaszaban tapasztalt szint
alapjan az elérhetd végso szintet megjdsolni.

Messze vezetne annak elemzése, hogy a fejlédés két paramétere, a K (korlat) és az r
(fejlédési rata) honnan szarmazik, milyen mértékben bioldgiailag programozott (6rok-
16tt) és mennyiben hatarozza meg a kornyezet. Feltételezhetjiik, hogy valamilyen arany-
ban mindkét tényezd szerepet jatszik, de nem tudjuk pontosan, milyen ez az arany. Ah-
hoz azonban, hogy a modell pedagdgiai szempontbdl Iényeges kovetkeztetését megvon-
juk, erre nincs is sziikség. Ha feltételezziik, hogy egy adott gyerekre a fejlodés soran al-
landdan ugyanolyan jellegli kdrnyezeti hatasok hatnak, akkor a fejlédés nagyjabodl a va-
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zolt modell szerint megy végbe, ha pedig a kornyezeti feltételek Iényegesen megvaltoz-
nak (példaul valtozik a csaladi kdrnyezet vagy az iskola), akkor a fejlédés palyaja is meg-
valtozik.

Van azonban néhany olyan jelenség, amelyet elég részletesen ismeriink ahhoz, hogy a
hatasaival néhany kovetkeztetés erejéig foglalkozzunk. Az egyik ilyen az dnmagat betel-
jesitd joslat, vagy ennek pozitiv formdja, a Pygmalion-effektus. Ez az effektus az iskola-
ban arra a jelenségre utal, hogy ha egy tanulot tehetségesnek tart a kdrnyezete — minde-
nekel6tt a tandrai — és ezt a direkt kommunikacié €s az indirekt metakommunikacié esz-
kozeivel tudatositja benne, akkor az a tanuld beteljesiti az elvarasok formajaban megfo-
galmazddé joslatot. A kiemelt figyelem és a magasabb elvarasok a motivacio olyan tobb-
letét jelentik, amelyek felfele téritik el az egyébként varhato fejlodési palyardl. Ez azok-
nal a ,,koran éré” gyerekeknél jelenthet el6nyt, akik a fejlddés korai szakaszaban meg-
elozik tarsaikat.

Hasonlo, csak forditott eldjelti hatast gyakorol a kérnyezet — a joslat Gnmagat betelje-
sitd erejénél fogva — azokra, akiknek a fejlédése lassabban indul. Ez sok olyan gyereket
visszavethet, akiben egyébként igéretes lehetoségek rejtdéznek. A ,,lassan éro tipus” kife-
jezést a pedagdgusok gyakran tréfasan vagy eufemisztikusan hasznaljak a gyengén telje-
sitok megjelolésére, pedig valosziniileg sok olyan gyerek van, akir6l soha nem deriilhet
ki, hogy ha az atlagnal lassabban is, de ,,beérne”.

Egy masik ismert jelenség az, hogy ha a gyerekeket kiilonbozo fejlesztd hatasu isko-
lakban tanitjuk, akkor kozottiik a kiilonbségek az egyébként varhatondl nagyobb mérté-
kliek lesznek. Ez a helyzet a mi iskolarendszeriinkben tipikusan az altalanos iskola-ko-
zépiskola atmenetnél fordul eld. Kimutathato, hogy példaul a szakkdzépiskolakba és a
gimnaziumokba jard gyerekek kozott a tizenegyedik évfolyamon mar sokkal nagyobb a
kulonbség, mint ami az azonos fejlesztd hatast oktatas esetén varhato lenne. (Csapd,
1998) Az erre utal6 adatok pozitiv iizenete az, hogy a jobb mindségii iskolai oktatasnak
mérhetd fejlesztd hatdsa van. A jelenség negativ oldala az, hogy ebben a jobb mindségii
oktatdsban nem mindenki részestilhet.

Jegyzet

(1) Belga matematikus, a logisztikus egyenletet (Verhulst-egyenlet) 6 hasznalta eldszor populacidodinamikai ta-
nulmanyokhoz. 1838-ban megalkotott modelljének érdeme, hogy mar a kornyezet tiir6képességét is figyelem-
be veszi.

(2) A feladathoz tartozik egy abra is, melyen két iiveghenger, egy keskenyebb magas és egy alacsony szélesebb
lathato. A szoveg a kdvetkez6: Egy szélesebb tiveghengerbe vizet ontiink a 4. vonalig (A henger). Ez a viz a 6.
vonalig ér, ha dtontjiik egy keskenyebb hengerbe (B henger). Most a széles hengerbe a 6. jelig ontiink vizet. Ha-
nyadik jelig fog érni a viz, ha datontjiik a B hengerbe?
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A tanulmany korabbi vdltozata ,, A hat és nyolc osztalyos
gimndziumok a magyar oktatdsi rendszerben” c. kutatdsi
programhoz késziilt. A bemutatott modellekhez a SZTE-MTA
Képességkutato Csoport keretében az OTKA T030555, az
FKFP és az OM tamogatdsdval végzett vizsgdlatok adatait
hasznaltuk fel.
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