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Nem euklideszi geometriak az
iskolaban

Kozeépiskolds koromban idonkent hallottam matematika ordan

tandrnémiol ,az euklideszi sikon....

»

) ,az euklideszi geometridaban....”

kifejezéseket, és soha nem értettem, hogy miért teszi oda néha a
tandrnd az euklideszi jelz0t a geometria szo ele, mikor egy pont, egy
szakasz, egy egyenes mindig egy pont, egy szakasz, egy egyenes.
Aztdn a Sopronban 1996 nyardn megrendezett Rdtz Ldszlo
vandorgyiilésen egy elbadds a Bolyai-féle geometridt mutatta be a
Poincare-fele kérmodellen. Ott korvonalazodott elottem, hogy létezik
mds, logikusan felépitett geometria. Ezeknek az élményeknek a
hatdsdra t6bben is érdeklodni kezdtiink a nem euklideszi geometria
irdnt. Igy lett ez a dolgozat hdrom killonbézé geometria
osszehasonlitdasa oly modon, hogy az a matematikdt alig kedvelok
korében is érthetd és érdekes legyen.

iért jO tanitani mas, a megszo-

kott euklideszit6l kiilonbdzo

geometriat is? Nos, e mellett
rengeteg érv szol, néhanyat mégis hadd
emlitsiink meg:

— a tobbféle szempontbol vald vizsga-
l6das fejleszti az emberek kozti megér-
tést. A gyermek képes lesz kilépni egy
zart vilagbol, gondolkodasmodbol, kdny-
nyebben meg fogja érteni a masik ember
gondolatait;

— a gyerekek példat latnak tobbféle axi-
omarendszerre, s arra, hogy ezek mind-
egyikére egy logikailag helyes, ellent-
mondasmentes elmélet épithetd fel, igy
késébben kdnnyebben el tudjak majd fo-
gadni azt is, hogy mas teriileten mas axi-
omakra épitiink;

— a tobbféle geometria 6sszehasonlitasa
jobban rogziti a fogalmakat, tételeket, il-
letve a bizonyitasi igényt is mélyiti. A kii-
lonbségek az egyes geometriak kozott le-
hetdséget adnak sok-sok ,,miért” kérdés

feltevésére: miért van az, hogy egyes téte-
lek, melyeket a didkok elfogadnak a sik-
ban, masképp viselkednek a gombon
vagy a hiperbolikus geometridban, miért
bizonyosak a didkok e tételek helyességét
illetden a sikban, melyek voltak a bizo-
nyitas mogott rejlo feltevések;

— ezek a modellek arra is alkalmasak,
hogy segitségiikkel az abszolut geometria
fogalmait, tételeit kissé mas megvilagitas-
ba helyezziik azzal, hogy a szokasostol el-
tér6 modon szemléltetjiik dket.

A nagy felfedezés

A matematikai bizonyitas az okori go-
rog matematikdban jelenik meg el6szor. A
gorogdk jutottak el eldszor arra a gondo-
latra, hogy egy-egy matematikai allitas
helyességét ugy lehet legjobban alata-
masztani, ha megmutatjuk: logikailag
sziikségszerli kovetkezménye mas, egy-
szeriibb és mar ismert allitasoknak. igy a
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bonyolultabb tételeket 1épésrdl 1épésre
egyszertibbekre vezetjiik vissza. Ez a fo-
lyamat azonban nem folytathaté korlatla-
nul; egyszer elérkeziink olyan egyszert al-
litasokhoz, amelyeket nem tudunk még
egyszeriibbekre visszavezetni, helyességii-
ket (éppen egyszeriiségiik miatt) kozvetle-
niil elfogadjuk. Euklidesz ,Elemek’ cimii
konyvében az egész geometriat igy vezeti
vissza néhany alapfogalomra (pont, egye-
nes, sik) és alaptételre (axidomara).
Euklidesz kb. i.e. 325 koriil megjelent
miive volt 2000 évig a példaképe a logikai
kovetkeztetésekkel felépitett tudomanyos
targyalasnak. Euklidesz kritikaja az dkor-
tol a 19. szazadig abban allt csupan, hogy
egyik axiomajat — a

,,Ha egy sikban adott egy egyenes ¢és raj-
ta kiviil egy pont, akkor ebben a sikban csak
egy olyan egyenes van, amely a megadott
ponton athalad, és a megadott ponton 4t nem
halad6, megadott egyenest nem metszi.”

Tehat ezt a kijelentést illetden a mate-
matikaval foglalkozok azt probaltak belat-
ni, hogy nem axiéma, hanem a tdbbi axio-
ma segitségével — mint egy tétel — belatha-
t0. Az ilyen bizonyitasi kisérletek legigé-
retesebb csoportja tgy alakult, hogy feltet-
ték a parhuzamossag axiomajanak helyte-
len voltat, ebbdl a feltevésbol logikai ko-
vetkeztetésekkel tjabb és jabb allitasokat
vezettek le, és kozben igyekeztek ellent-
mondasra jutni a tobbi axidémaval szemben

(jol ismert bizonyita-

parhuzamos egyene-
sekrél szolot — vi-
szonylagos bonyo-
lultsaga miatt nem
akartdk axiomaként
elfogadni, hanem
vissza akartak vezet-
ni a tobbi axiémara.
Az Euklidesz altal
megfogalmazott par-
huzamossagi axioma
igy szol:

,Ha egy egyenes
masik kettét ugy
metsz, hogy a met-
sz0 egyenes ugyan-
azon oldalan beliil

A tobbféle geometria dsszehason-
litdsa jobban r6gziti a fogalma-
kat, tételeket, illetve a bizonyitdsi
igényt is mélyiti. A ktilonbségek
az egyes geometridk kézott lehe-
t6séget adnak sok-sok ,miért” kér-
dés feltevésére: miért van az,
hogy egyes tételek, melyeket a di-
dkok elfogadnak a sikban, mds-
képp viselkednek a gémbon, vagy
a hiperbolikus geometridban, mi-
ért bizonyosak a didkok e tételek
helyességét illetben a sikban, me-
lyek voltak a bizonyitds mogott
rejlo feltevések

si modszer a reduc-
tio ad absurdum a
matematikaban). Ez
azonban sohasem si-
kertilt. Nem is sike-
riilhetett, hiszen az
allitas nem igaz.
Meégpedig azért nem,
mert a parhuzamos-
sagi axioma filigget-
len a tobbi axioma-
tol, tehat azok segit-
ségével nem bizo-
nyithaté sem az,
sem az ellenkezdje.

Rengeteg mate-
matikus foglalkozott

keletkezé két szog Osszege a derékszog
kétszeresénél kisebb, akkor a két egyenes
hatartalanul meghosszabbitva azon az ol-
dalon talalkozik, amelyik oldalon az a két
sz0g van, amelynek Osszege két derék-

szognél kisebb.”
€

1. dbra

Proklosz az V. szazadban az altalunk is-
mert axiomaval helyettesitette Euklidesz
parhuzamossagi axiomajat:

a ,,2000 éves problémaval”. igy példaul
Saccheri 1700 koriil a kdvetkez6 helyettes
axiomat szerepeltette: ,,Van legalabb egy
haromszog, amelyben a szdgek Osszege
két derékszoggel egyenls.” O foglalkozott
az un. Saccheri-féle négyszoggel, vagyis
az olyan ABCD négyszoggel, melyben A
¢és B csucsoknal derékszog van és AD =
BC. Azt akarta bizonyitani, hogy D és C
csucsoknal is derékszog van.

D C

2. abra
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Lambert vizsgalataiban szerepelt egy
olyan négyszdg, amelynek harom szoge
derékszog (Lambert — féle négyszog), €s
azt vizsgalta, hogy mekkora ennek a négy-
szognek a negyedik szoge.

Bolyai Farkas is foglalkozott a parhu-
zamosok problémajaval. Az & helyettes
axiémaja: ,,Harom pont korén vagy egye-
nesen van.”

A mindossze 21 éves Bolyai Janos
(1802—1860) ¢és tole fliggetleniil az orosz
Ny. I Lobacsevszkij (1792-1856) olyan
geometriat konstrualtak, amelyben a par-
huzamossagi posztulatum nem érvényes.
Mas szdval a geometriai allitdsok ellent-
mondasmentes rendszerét szerkesztették
meg egy olyan axidmarendszerbdl, amely-
ben a parhuzamossagi axiomat az ellenke-
z6jével helyettesitették, vagyis azzal, hogy
egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé pon-
ton at egynél tobb (és igy végtelen sok)
olyan egyenes huzhatd, amelynek nincs
kozos pontja az adott egyenessel. Az ilyen
rendszert Bolyai-Lobacsevszkij féle geo-
metrianak vagy hiperbolikus geometrianak
nevezziik. Ezért tartjdk a matematikusok
Bolyai és Lobacsevszkij legnagyobb érde-
mének azt, hogy 6k allitottak elészor a tu-
domanyt a geometriak kozotti valaszit elé.

Bolyai Janos az ,Appendix’-ben a par-
huzamos 1j, az euklideszinél altalanosabb
fogalmat a kovetkezOképpen értelmezte:

,,Egy adott egyenesen kiviil levd ponton
at huzzunk egy masik, az elébbit metszd
egyenest. Ebbol a kiinduld helyzetbdl, a
valasztott pont koriil — mindvégig a kdzos
sikban maradva — kezdjiik el az egyenest
az oramutato jarasaval ellentétes irdnyba
forgatni. Ekkor sziikségszertien bekdvet-
kezik egy olyan helyzet, amikor a forgatott
egyenes legeldszor nem metszi a rogzitve
hagyottat. A pont koriili forgatds révén
ilyen allasba keriilt hataregyenesrél mond-
juk azt, hogy parhuzamos a vele egy sik-
ban levé masik egyenessel.”

Ebben a felfogasban a metsz6 egyene-
sek kozott lehetetlen, hogy utolsé 1étezzek,
a hatarfélegyenes viszont az elsé olyan,
amely nem metszd, vagyis parhuzamos. A
nem metszOk kozé tartozik az euklideszi
értelemben vett parhuzamos is.

Tehat a Bolyai-geometria (hiperbolikus
geometria) axiomarendszerét az euklideszi
geometria axiomarendszerébdl kaphatjuk
meg oly mddon, hogy elhagyjuk beldle az
(euklideszi) parhuzamossagi axiémat, és
helyette az alabbi hiperbolikus parhuza-
mossagi axiomat iktatjuk be:

Ha egy sikban adott egy egyenes és raj-
ta kiviil egy pont, akkor ebben a sikban a
ponthoz illeszkeddé egyenesek kozott van
két olyan, amely nem metszi az adott
egyenest.

Az euklideszi és a hiperbolikus parhu-
zamossagi axioma nyilvan egymas tagada-
sai, hiszen ha igaz a hiperbolikus geomet-
ria parhuzamossagi axiomdja, akkor az
adott ponton at végtelen sok egyenes 1éte-
zik, amely nem metszi az adott egyenest,
ellentétben az euklideszi geometria parhu-
zamossagi axiomajanak allitdsaval, mely
szerint csak egy olyan egyenes létezik,
mely az adott egyenest nem metszi.

Arrol, hogy a nem euklideszi geometria
valoban ellentmondas nélkiili, felfedez6i
ugyan meg voltak gy6zddve, de bizonyita-
ni nem tudtdk. Bolyai Janos feljegyzései-
bol tudjuk, hogy érezte ilyen bizonyitas
sziikséges voltat. Maga a bizonyitas azon-
ban még évtizedekig varatott magara, a 19.
szazad masodik felében azonban tobben
is, koztik Felix Klein, megtalaltak a bizo-
nyitds modjat, mégpedig az ugynevezett
modell-modszerben.

Ennek lényege az, hogy a geometria
rendszerének axiomatikus targyalasaban
az alapfogalmak tulajdonsagaibol mindig
csak annyit szabad felhasznalni, amennyi
az axiomakbol kiolvashatd. Ezért az alap-
fogalmak szemléletes tartalmatol el lehet
és el is kell tekinteni, mas szoval az axio-
marendszer egy modelljének kell tekinteni
barmilyen rendszert, melyben az axidmak
kifejezte allitasok teljesiilnek.

Beltrami 1868-ban bebizonyitotta, hogy
a sik egy korlatos részén beliil okoskodva a
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hiperbolikus geometridban nincs ellent-
mondas, ha az euklideszi geometria ellent-
mondasmentes. Allitasa bizonyitasanal fel-
haszndlta a traktrixot. A traktrix (vonszola-
si gorbe) egy olyan sikgorbe, amelynek bar-
mely pontjaban vont érintének x tengelyig
terjedd szakasza allando6. Ha ezt a gorbét az
x tengely kortil megforgatjuk, akkor egy fe-
liletet kapunk. Az euklideszi geometria
minden egyes axiomadja, a parhuzamossagi
axioma kivételével, teljesiil ezen a forgasfe-
lileten. Ez az ugynevezett Beltrami-féle
modell bizonyitja Beltrami allitasat.

1871-ben Felix Klein adott egy mo-
dellt, Cayley egyik dolgozatabol meritett
otlet alapjan. Ezt a modellt Cayley—Klein
féle modellnek nevezziik. Ez a modell bi-
zonyitja a hiperbolikus geometria ellent-
mondas-mentességét (feltéve, hogy az
euklideszi is az). A modell a kovetkezo:
legyen a tér egy gomb belseje, tehat a
pontok a gdmb bels6 pontjai. Legyen a sik
a gombot metsz6 sik gdmbon beliili ré-
sze, azaz a gombbol kimetszett kdrlemez
bels6 pontjai, az egyenes a korlemez hur-
jainak belsd pontjai és a szakasz olyan
szakasz, amelynek mindegyik végpontja a
gombnek belsé pontja. Félegyenesen
olyan félegyenesnek gdmbon beliili részét
értjiik, amelynek a kezdépontja is a gom-
bon beliil van.

A most értelmezett mesterséges geomet-
ridban, modellben nem teljesiil a parhuza-
mossagi axioma. Ha a P pont nem illeszke-
dik az e egyenesre, akkor sikjukban P-re
végtelen sok e-t nem metsz egyenes il-
leszthetd. De a Cayley-Klein féle modell-
ben a maradék axiomarendszer teljesiil.

),

4. dbra

A parhuzamossag kérdésére adhatunk
olyan valaszt is, miszerint nincsenek egy

sikban fekvd, egymast nem metsz6 egye-
nesek, ez azonban ellentmond a maradék
axiomarendszernek. Arra a kijelentésre,
hogy barmely két, egy sikban fekvé egye-
nes metsz0d, felépithetd az elliptikus geo-
metria (mivel a maradék axiomarendszer-
bol levezethetd, hogy a sik egy adott egye-
nesére merdleges egyenesek nem metszik
egymast, igy vannak egy sikban fekvo,
egymast nem metszd egyenesek. Ezért az
abszolut geometriaban a kovetkezo allitas
igaz: ha adott egy egyenes, és egy ra nem
illeszkedd pont, akkor a pont és az egye-
nes sikjaban az adott ponton at az adott
egyenessel legalabb egy parhuzamos huz-
hatd). Az elliptikus geometriaban példaul
az egyenes zart vonal, igy nem értelmez-
het6 példaul a félegyenes fogalma.

A geometridk megkiilonboztetésére
hasznalt hiperbolikus, elliptikus, parabo-
likus elnevezések Felix Kleintdl szarmaz-
nak. Parabolikus geometrian az euklide-
szi geometria értendd (a hiany neve goro-
giil élleipszisz, a tobbleté hiiperbolé, az
egyenlOségé parabolé). Analdog modon
ezt értelmezhetjiilk ugy is, hogy nincs,
tobb, illetve egy parhuzamos van a vonat-
koz6 geometridkban.

Azt pedig, hogy az euklideszi geometria
ellentmondasmentes, 1898-ban megjelent
,A geometria alapjai’ cimii konyvében Hil-
bert bebizonyitotta. Ehhez Hilbertnek két
dolgot kellett megtennie. Elészor is 2000
évvel Euklidesz utan pontosan meg kellett
fogalmaznia az euklideszi geometria axio-
mait. Ezt maga Euklidesz nem tette meg,
¢és utana masok sem, egészen Hilbertig.
Példaul Euklidesznél hianyoznak az olyan
axiomak, amelyek az egyenesen vagy a si-
kon a pontok elrendezését irjak le (azt,
hogy egy egyenes a sikot két félsikra bont-
ja stb.). Hilbert el6tt az ilyen jellegli meg-
fontolasokra mindig a szemléletet kellett
segitségiil hivni. Hilbert &sszeallitott egy
axiomarendszert, ¢s megmutatta, hogy eb-
bol tisztan logikai kovetkeztetésekkel le
lehet vezetni az euklideszi geometria meg-
szokott tételeit.

Ezek utan bebizonyitotta az axidoma-
rendszerének ellentmondéas-mentességét,
mégpedig a modell-modszer segitségével:
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az euklideszi geometria szamara kellett
modellt késziteni. Hilbert ezt is megtette,
mégpedig az alapgondolatot a Descartes
oOta ismert analitikus geometridbdl meritet-
te. Ahogy ott a pontokat valos szamokbol
allo szamparokkal jellemzik, a Hilbert-féle
modellben éppen a valos szamparok jelen-
tik a pontokat. Ebbdl tehat 1atszik, hogy az
euklideszi geometria ellentmondastalan,
ha az aritmetika (azaz a valds szdmok el-
mélete) nem vezet ellentmondasra.

A valés szamok axiomarendszere el-
lentmondasmentes, ha a halmazelmélet
szokasos axiomarendszere ellentmondas-
mentes, ez azonban még nincs bizonyitva.
Tehat a geometridban relativ ellentmon-
das-mentességrol lehet beszélni.

A ,,mi” geometriank

A péarhuzamossag szempontjabol vizs-
galddva harom iranyba indulhatunk el és
vizsgalodhatunk. Az iskolai oktatasra vo-
natkozo elképzeléseinkben megjelenik
mindharom geometria.

A maradék axidmarendszerbdl levezet-
hetd, hogy ha egy sikban adott egy egye-
nes ¢és rajta kiviil egy pont, akkor ebben a
sikban 1étezik legalabb egy olyan egye-
nes, amely a megadott ponton athalad, és
a megadott ponton at nem halado, meg-
adott egyenest nem metszi.

Ez fogja adni az elsd két iranyt.

Az els6 irany: ha egy sikban adott egy
egyenes ¢s rajta kiviil egy pont, akkor eb-
ben a sikban csak egy olyan egyenes van,
amely a megadott ponton athalad, és a
megadott ponton at nem halado, megadott
egyenest nem metszi. Ez az euklideszi
(parabolikus) parhuzamossagi axidma,
amit mar oly jol ismeriink.

A masodik irany a Bolyai, illetve Loba-
csevszkij altal felfedezett geometria, még-
pedig a hiperbolikus geometria. A hiperbo-
likus geometria parhuzamossagi axiomaja
tehat igy szol:

— ha egy sikban adott egy egyenes és raj-
takiviil egy pont, akkor ebben a sikban van
két olyan egyenes, amely a megadott pon-
ton athalad, és a megadott ponton at nem
haladd, megadott egyenest nem metszi.

Ebbdl levezethetd, hogy ha kettd 1éte-
zik, akkor létezik végtelen sok.

A harmadik irany pedig a parhuzamos-
sdg kérdésére adhaté harmadik vélaszbol
adodik, miszerint nincsenek parhuzamos
egyenesek, azaz:

— barhogy adunk meg egy egyenest és
rajta kiviil egy pontot, nem tudunk a meg-
adott ponton athalado és a megadott egye-
nest nem metsz0 egyenest hiizni. Azt a
geometriat, amelyben ez az allitas teljestil,
elliptikus geometrianak nevezziik.

Az utdbbi két irany attol izgalmas, hogy
szokatlan, meglepd dolgokat rejt.

Ezen a harom iranyon szeretnék mi is
elindulni, s néhany alapveté dolgot meg-
nézni az egyes geometriakban.

A parabolikus (euklideszi) geometriat a
hagyomanyos értelemben vett sikon vizs-
galtuk eddigi tanulmanyaink soran, most
is ezekhez az ismeretekhez fogunk fordul-
ni, igy ez csak az Osszehasonlitas szem-
pontjabol lesz érdekes és nem az Gjdonsa-
gok miatt. Az elliptikus geometria modell-
je a gomb lesz, a hiperbolikus geometria
szép modellje a Poincaré-féle kdrmodell
(P-modell). A P-modellen éppugy lehet
szerkeszteni és szamolni, mint az euklide-
szi sikon, de ennek elvégzése hosszadal-
mas. Néhany éve Szilassi Lajos féiskolai
tanar elkészitette ennek szamitogépes
programjat, amely megkimél minket a
technikai bonyodalmaktol, segitségével
szemléletesen vizsgalhatjuk e geometria
sajatossagait.

A kiilonb6z6é geometridk dsszehasonli-
tasat két gondolatkor koré épitjiik: nem
metsz6 egyenesek szama; a haromszog
sz0gosszege.

A gémb

— A sik a gombfeliilet, az egyenesnek
megfeleld fokor véges, két kdzéppontja
van. Egyetlen fokor van, amely adott
pontpdron athalad, kivéve, ha azok nem
atellenes pontok.

— Egy fokor ive a legrovidebb ut két
gombi pont kdzott, ez a gdmbi szakasz. Két
pont kozotti tavolsagot az oket 9sszekotd
fokor mentén mérjiik. A tavolsagot itt fok-
ban mérjiik. Két tdvolsagot tudunk igy mér-
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ni, és toliink fiigg, melyiket nevezziik a két
pont tavolsaganak. Altaldban a rovidebbet
szoktak tavolsagnak nevezni. Létezik két
pont k6z6tt legnagyobb tavolsag, mégpedig
a 180 fok. A gombon a tavolsagot is, a sz06-
get is fokban mérjiik, tehat gombi vonal-
zonkat nemcsak goémbi tavolsag, hanem
gombi szog mérésére is hasznaljuk.

— Tetszdleges két fokor mindig metszi
egymadst, mégpedig két pontban, nincse-
nek tehat nem metsz6 egyenesek.

— A lehetséges ,,legnagyobb” — elfajulo —
haromszog cstcsai egy fokoron vannak, és
mindegyik szdge 180 fokos. Ez a harom-
szOg beteriti a gdmb felét. Ennek a harom-
szognek a szogosszege 540 fok. A lehetsé-
ges ,,legkisebb” haromszog csucsai szintén
egy fokoron vannak. Képzeljik el ugy,
hogy egy valos gombharomszog dsszelapul.
Ekkor a két sz¢Is6 szog a nulldhoz, a kdzép-
sO pedig a 180 fokhoz tart. Ennek az elfaju-
16 haromszognek a szogdsszege 180 fok.

— A gdmbon nincsen hasonlosag, a ha-
romszogek egybevagosagi alapesetei: 000,
sss, 0s0, sos koziil az sso és az oos esetek
nem teljesiilnek.

— A gombon a teriiletet is fokban mér-
jik, a gdbmbi excesszussal.

A Poincaré-féle kérmodell

— A siknak egy nyitott korlap felel meg,
tehat nem tartoznak a sikhoz a koérvonal
pontjai. Ez a kor az alapkor. A pontok az
alapkdr belsejébe es6 pontok, az egyene-
sek az alapkorre merdleges kordknek az
alapkor belsejébe es6 ive, illetve az alap-
kor atméréi lesznek.

— Két egyenes lehet metszd, egyiranyt
(parhuzamos), illetve eltérd (ultraparhuza-
mos), a metszéspontok szama pedig egy
vagy egy sem.

— A szakasz a ,,sik” két pontjat 6sszeko-
t0 ,,egyenesnek” a két pont kozé esé része.

A tavolsagot itt is fokban mérjiik.

— A haromszog belsd szdgeinek dsszege
0 és 180 fok kdzott mozog.

— A teriiletet fokban mérjiik, a harom-
sz0g defektusaval.

— Hasonlésag itt sincs.

Oraviazlatok

Kisérletezés a gombin

A tanitas anyaga: pont, egyenes, sza-
kasz, haromszog, kor a gdbmbon.

Nevelési feladat: Az 04j szemléletmadd, a
kilépés egy zart gondolkoddsmodbol ab-
ban fejleszti a gyermekeket, hogy masok
gondolatmenetét konnyebben megértsék, a
sajat agyukban levo ismereteket pedig vi-
lagosabban lassak, rendszerezzék.

Oktatasi feladat: a gyerekek maguk joj-
jenek rd, hogy hogyan érdemes értelmez-
ni a gdmbon az alapvetd geometriai alak-
zatokat: a pontot, az egyenest, a szakaszt,
a kort.

Képzési feladat: Onalls véleményalko-
tas, felfedezés.

Didaktikai feladat: ismétlés, ismeret-
szerzés, alkalmazo rogzités.

Munkaformak: egyéni és frontalis osz-
talymunka.

A szemléltetés eszkozei: rajzgdmb,
torusz, gdombi vonalzo, gombi korzékész-
let, 4 szina tollkészlet.

Fogalmak: pont, szakasz, egyenes.

Az ora vaza:

Ismeétlés: A fogalmak az euklideszi sikon.

Célkitiizes: Vizsgaljuk meg, hogyan ér-
telmezhetjiik a gdmbdn a pontot, szakaszt,
egyenest!

alakzatok sik

gomb

legegyszeriibb

2 pont mit hataroz meg

2 egyenesnek hany k6zos pontja van
3 pont mit hataroz meg

pont

3 egyenes mit hataroz meg

egyenest (szakaszt)

egy vagy nulla
haromszoget, kort
(elfajulo eset: egyenest)
haromszoget

pont

gombi fokort ( szakaszt )
mindig kettd

haromszoget, kort (elfajuld
eset: gombi fokort)
haromszoge(ke)t (Euler-
haromszog)

1. tablazat
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Kerdések-feladatok: Melyik a legegy-
szeribb alakzat a sikon/gdmbon?

Két pont mit hatdroz meg a sikon/gém-
bon? (szakasz, egyenes) Mi lesz egy gom-
bi egyenes? Véges vagy végtelen si-
kon/gdmbon? Két pont hany €s milyen
részre osztja a sikbeli/gombi egyenest?
Melyik rész lesz a két pont tavolsaga si-
kon/gémbon? (Rajzoljanak egyeneseket a
gombon, vegyenek fel egy pontot egy
egyenesen és mérjenek fel vonalzo segit-
ségével adott egységnyi szakaszt.)

Két egyenesnek hany metszéspontja van
a sikon/gdmbon? Van-e a gdmbdn nem
metsz0 egyenespar? Mit tudunk két egye-
nes metszéspontjar6l? Mit hataroz meg a

ahol a harom pont dsszekotd egyenesein
mindig a két pont kozotti rovidebb tavol-
sagot vessziik.

Fontos, hogy a gdmbi vonalzé beoszta-
sa egységnyi legyen még itt az elején és
ne beszéljiink még fokokrol. Ne parhuza-
mos egyenesekrdl beszéljiink, hanem nem
metsz6 egyenesekrél. Analdgia a gémb-
kétszogre: dinnyegerezd. Fontos megbe-
sz¢Ini, hogy 2 metszd egyenes 2 egymas-
sal atellenes pontban metszi egymast.
Analogia két atellenes pontra: északi-déli
polus, egyenesekre: egyenlitd, hosszusagi
korok. Mutassunk elfajuld haromszogeket
a gyerekeknek. Analdgia korokre: széles-
ségi korok. Vezessiik be az Euler-harom-

gombon két metsz6

sz0g fogalmat mint

egyenes? (Rajzolja-
nak metsz6 egyenese-
ket, probaljanak raj-
zolni nem metszot is.)

Harom pont mit
hataroz meg a si-
kon/gombon? (Jelol-
jenek ki harom pon-
tot a gdmbdn ¢€s raj-
zoljak meg a harom-
szoget.)

Harom egyenes
mit hatdroz meg a si-
kon/gdmbdn? A
gombon hany harom-

Arrol, hogy a nem euklideszi geo-
metria valoban ellentmondcdis
nélktili, felfedezoi ugyan meg vol-
tak gyozoduve, de bizonyitani
nem tudtdk. Bolyai Jdnos feljegy-
zéseibol tudjuk, hogy érezte ilyen
bizonyitds sziikséges volldt. Maga
a bizonyitds azonban még éuvti-
zedekig vdratott magdra, a 19.
szdzad mdsodik feleben azon-
ban t6bben is, koztiik Felix Klein,
megtaldltdk a bizonyitds modjdit,
mégpedig az tigynevezett modell-
modszerben.

3 pont haromszdgét
a gdmbon.

(Ha érdeklodok a
gyerekek, érdemes
megbesz¢lni a polus-
polaris viszonyt pont
és egyenes kozott.
Analdgia erre észa-
ki-déli polus és az
egyenlitd viszonya.)

Szogméreés

a gémbon

A tanitas anyaga:
szOgméres, tavolsag-

szoget kapunk? Me-
lyik lesz a harom pont altal meghatarozott
haromszog a gdmbdn? Van-e ezek kozott a
haromszogek kozott ,,hasonlo”? (Rajzolja-
nak harom egyenest, vizsgaljak meg az al-
taluk meghatarozott haromszdgeket.)

Mit neveziink kdrnek a sikon/gdmbon?
Mi a kiilonbség a kor és az egyenes ko-
zo6tt? (Rajzoljunk kort, illetve koriveket
adott sugarral, adott pontbol.)

Tanari segédlet: Erdemes egy tablazatot
felrajzolni a gyerekeknek még az ora ele-
jén, és velik egytitt kitdlteni, az .
tablazatban lathatdo modon.

Két pont tavolsaganak a koztiik levo ro-
videbb szakaszt nevezziik. Két egyenes al-
tal meghatarozott szogtartomanyt gdmb-
kétszognek nevezziik. Euler-harom-
szognek az olyan haromszoget nevezziik,

mérés a gdbmbon, par-
huzamos és mer6leges egyenesek a gdmbon.

Nevelési feladat: tovabb tagitjuk isme-
reteinket, agyunkat. Az 1j ,,sik” 0j Gtletet
igényel a tavolsagmérésre.

Oktatasi feladat: a gyerekek maguk joj-
jenek ra, hogy hogyan érdemes tavolsagot
mérni a gdmbon, a nem metszd és mero-
leges egyenesek rajzolasaval még jobban
mélyitsék el a gombi egyenes fogalmat.
Az 6ra végére minden gyermek biztonsag-
gal tudja hasznalni a gdmbi szogmérot ta-
volsag-, illetve szogmérésre.

Képzési feladat: 6nallé véleményalko-
tas, felfedezés.

Didaktikai feladat: ismétlés, ismeret-
szerzés, alkalmazo rogzités.

Munkaformak: egyéni és frontalis osz-
talymunka.
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A szemléltetés eszkozei: gdmbkészlet.
Fogalmak: szog, tavolsag mérése, me-
rélegesség, parhuzamossag.

Az 6ra vaza:

Ismétlés: foglaljuk 6ssze, meddig jutot-
tunk el az elmult oran!

Célkitiizés: a méréshez mértékegységre
van sziikség. Keressiink a tavolsag- ¢és
sz0g mérésére megfeleld mértékegységet!

Feladat: Rajzoljunk fel egy gombi szo-
get. Mérjlink szdget szogmérdvel. Egészit-
siik ki a szoget gombkétszoggé.

Keérdések: hogy lehetne masképp szoget
mérni? Mivel jellemezhetd egy gombkét-
sz0g? Hogy hasonlitandl 6ssze két szoget?
(Analogia: hogy allapitanad meg, hogy
melyik dinnyegerezd a nagyobb?)

A tavolsag mérésére bevezetjiik a szo-
get: azt mondjuk, hogy egy gdmbkétszog
szoge akkora, amekkora a ,,derékhossza”,
vagyis a egy ,derékhosszat” is szoggel
mérjik.

Mi lesz egy 180 fokos/360 fokos szdg a
sikon/gdmbon? Hogy szerkesztenél 60,
90, 30, 40 fokos szdget a sikon/géombon?
Mekkora két atellenes pont tavolsaga? Mi-
lyen hosszt egy egyenes a sikon/gémbon?

(Rajzoljanak 180 fokos szdget, adott
hosszusagu, ,,szogl” szakaszokat, adott
sugard, ,,sz0gl” kort.)

Feladat: vegyliink fel egy egyenest, raj-
ta két pontot.

Keérdések: hogyan szerkesztenéd meg a
felezOmerdlegesét a két pont szakaszanak
a sikon/gombon? Megy-¢ a sikbeli mod-
szer a gdmbon is?

Feladat: vegylink fel egy egyenest. Raj-
ta egy pontot és jeloljiik be e pont atellenes
pontjat.

Keérdések: hogy szerkesztenéd meg a fe-
lezOmer6legesét a két atellenes pont szaka-
szanak a gombon? Lehet-¢ tobb merdle-
gest is allitani egy egyenesre a sikon/gdom-
bon? Mi jellemzi ezeket az egyeneseket?
Milyen tavol van a két atellenes pont a fe-
lezéponttol, a felezOmerdlegesiiktdl?

Keresd meg a felezdmerdlegesen azt a
két atellenes pontot, ami a felez&ponttol
ugyanilyen tavol van. Mi a kapcsolat e 4
pont kozott?

Tanari segédlet: A nevezetes szogek
szerkesztése gy megy, mint az euklideszi
sikon. Eldszor ezt beszéljiik meg a gyere-
kekkel és utdna csinaltassuk meg veliik a
gombon.

Analogia a gombkétszog jellemzésére: a
dinnyegerezd legszélesebb része. A gomb-
kétszog természetesen a szdgével is jelle-
mezhetd. Ha mar ravezettiik a gyerekeket,
hogy a tavolsdgot is szoggel mérjik a
gombon, mondjuk el, hogy a vonalzon egy
egység 1 fok lesz ezentul. Magyarazzuk el,
hogyan lehet csak vonalzo segitségével
adott pontbol mer6legest allitani adott
egyenesre. (Ha érdekldddk a gyerekek, ér-
demes megbeszélni a polus-polaris és a
merdlegesség kapcsolatat, vagyis ha egy
egyenes merdleges az ‘egyenlitére’, akkor
atmegy az egyenlit6hdz tartozo északi, il-
letve a déli poluson. Vegyiink erre néhany
példat is.)

A hiperbolikus modell bemutatdsa

A tanitas anyaga: pont, egyenes, szakasz,
haromszdg a hiperbolikus geometriaban.

Nevelési feladat: Ha mar a sikon és a
gombon lattak a kiilonbségeket az alapve-
t6 alakzatok kozott, hadd taguljon a tanu-
16k ismerete egy ujabb modell felé. A fan-
tazia, a képzeldero fejlesztése, elvonatkoz-
tatas a megszokott pont, szakasz, egyenes
fogalmatdl. Az 4j szemléletmod, a kilépés
egy zart gondolkoddsmo6dbol abban fej-
leszti a gyermekeket, hogy méasok gondo-
latmenetét konnyebben megértsék, a sajat
agyukban levé ismereteket pedig vilago-
sabban lassak, rendszerezzék.

Oktatasi feladat: a tanulok ismerjenek
meg egy modellt, melyben a hiperbolikus
geometriat tudjak vizsgalni.

Képzési feladat: 6nalld véleményalko-
tas, felfedezés, ismeretszerzési és kifejezo-
képesség fejlesztése.

Didaktikai feladat: ismeretszerzés.

Munkaformak: egyéni  osztdlymunka.

A szemléltetés eszkozei: szamitdgépes
program a Poincaré-féle kormodellhez.

Fogalmak: pont, szakasz, egyenes, ha-
romszog.

Hangulati elokészités: a tanar mesél a
gyerekeknek a téma magyar vonatkozasa-
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16l, az axidomakrol, a 2000 éves probléma-
rol, a modellrél mint fogalomrol.

Célkitiizes: vizsgaljuk meg a Poincaré-
féle kormodell segitségével, milyenek a
pontok, szakaszok, egyenesek, haromszo-
gek a modellen!

A program bemutatasa. Mit neveziink
Hhiperbolikus siknak”. Alapalakzatok el-
magyarazasa.

Kerdések: — Végy fel pontokat a sikon!
Rajzolj két pontot Osszekotd szakaszt!
Nézd meg a tavolsagukat! Mit tapasz-
talsz? Hogyan magyaraznad meg a je-
lenséget?

— Végy fel egyeneseket a sikon! Milyen
lehet két egyenes kolcsonds helyzete?

— Rajzolj ki egy haromszoget! Olvasd le
a bels6 szogeit! Egy papiron add Ossze
6ket! Most valtoztasd az egyik csucs hely-
zetét, és ismételd meg a feladatot tobb-
szor! Mit tapasztalsz?

— Olvasd le az oldalak hosszat! Milyen
mértékegységben van megadva? Miért?

A kérdések hasonloak, mint a gdmbi ki-
sérletezésnél. Fontos, hogy dsszehasonlit-
va ismerkedjenek a gyerekek ezzel az 1j
modellel is. Tehat vegyék at az elsd két
orai anyagot a hiperbolikus modellen is,
annyi a kiilonbség, hogy a merdlegesség
egyszeribb lesz, mint a gdmbdn.

Osszefoglalis; a szabalyos
haromszog mindharom modellben

A tanitas anyaga: Osszefoglalé ora az
eddig gyiijtott ismeretek 6sszegzésére. Uj
ismeret: a haromszdgek néhany tulajdon-
saga mindharom modellben.

Nevelési feladat: a tapasztalattal szer-
zett ismeret fegyelmezett, 1ényegre toro,
jellegzetes szempontok szerint torténd
Osszefoglalasa a tanulot onfegyelemre, a
lényeges elemek kiemelésére neveli.

Oktatasi feladat: a tanulok tudjak meg-
fogalmazni az ismeretszerzés utjan elsaja-
titott ismereteket.

Keépzési feladat: ismeretszerzési és kife-
jezoképesség fejlesztése. Onallo véle-
ményalkotas, felfedezés.

Didaktikai feladat: ismétlés, ismeret-
szerzés.

Munkaformak: frontalis és egyéni osz-
talymunka.

Szemléltetés eszkozei: szamitdgép,
gombkészlet.

Fogalmak: pont, szakasz, egyenes, ha-
romszog, szabalyos haromszog.

Ceélkitiizés: foglaljuk Ossze egy tabla-
zatban, mire jutottunk eddig!

Osszefoglalds: célszerti egy téblazatot
késziteni a gyerekekkel mindarrdl az
ismeretrél, amelyre eddig szert tettiink. A
tablazat az alabbi sorokat tartalmazza:
egyenes, egyenesek kolcsonds helyzete,
metsz6 egyenesek kozos pontja, harom-
sz0g belsd szogeinek az dsszege.

Célkitiizes: nézzik meg, hogyan visel-
kednek a szabalyos haromszogek az egyes
modelleken.

Szabalyos haromszogek

Hogy szerkesztenél szabalyos harom-
szoget sikon/gdmbon/kérmodellen? Tud-
tok-e olyan haromszoget rajzolni a
sikon/gdmbon/kérmodellen, aminek 60
fokosak a szogei? Tudtok-e olyan harom-
szoget rajzolni a sikon/gombdn/kérmo-
dellen, aminek 90 fokosak a szdgei?
Menynyi a szogek Osszege az adott esetek-
ben? Vannak-e hasonlé haromszogek a
sikon/gombon/kérmodellen? Mi az §ssze-
fiiggés a szogek és az oldalak kozott?

Van-e olyan haromszdég sikon/gém-
bon/kérmodellen, aminek két derékszdge
van? Hany derékszoge lehet egy harom-
szognek a sikon/gombon/kdrmodellen?
Milyen tulajdonsagai vannak egy kétszer
derékszogli haromszognek a gdmbon? Mi-
lyen Osszefiiggés van az oldalak és a szo-
gek kozott a kétszer derékszogli harom-
szognél a gdombon? Van-e olyan harom-
szO0g a sikon/gombon/kérmodellen, ami-
nek van nulla fokos szoge? Hany nulla fo-
kos szdge lehet egy haromszdgnek a kor-
modellben?

Feladatok: Rajzoljanak adott szogl
szabalyos haromszoget. Adott 3 szog,
szerkesszenek haromszoget sikon/gém-
bon/kérmodellen, ha ezek a haromszog
szogei! Adott 3 szog, szerkesszenek ha-
romszoget gdmbdn/kérmodellen, ha ezek
a haromszog oldalai! Rajzoljanak adott
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haromszoget. Méréssel allapitsak meg a
szO0gek Osszegét.

Kérdések: Mennyi a szdgek Osszege a
tetsz6legesen felrajzolt haromszogben?
Mi az 6sszefliggés a haromszogek nagysa-
ga és a szogek Osszege kozott? Mennyi le-
het a haromszog sz6gdsszege minimum a
sikon/gombon/kdrmodellen? Mennyi lehet
maximum sikon/gémbdn/kérmodellen?

Haromszégek egybevigosdaga
Szerkessz haromszoget, ha adott:
— harom oldal (OOO)

— az egyik oldal és a rajtafekvé két

szog (SOS)

— két oldal és a kozbezart szog (OSO)
— két szog és egy oldal (SSO)

— két oldal és egy

kus egy haromszdg, ha egy cslcsa az alap-
koron van, vagyis ott a szdg 0 fokos.

Teriiletfogalom mindharom modellben
A tanitas anyaga: teriiletmérés.
Oktatasi feladat: a gyerckek maguk joj-
jenek ra, hogy hogyan érdemes a teriiletet
mérni az egyes geometriakban.
Kepzési feladat: 6nalld véleményalko-
tas, felfedezés, kreativitds fejlesztése.
Didaktikai feladat: ismétlés, ismeretszerzés.
Munkaformak: frontalis osztalymunka.
A szemléltetés eszkozei: gdombkészlet.
Fogalom: teriilet

Az ora vaza:
Celkitiizés: probaljunk meg alkalmas
mértékegységet ta-

szog (O0S)

—harom szog (SSS)

Tanari segédlet:
Szabalyos harom-
szoget ugy szerkesz-
tiink, mint az eukli-
deszi sikon. Gom-
bon a haromszogek
szOgodsszege  na-
gyobb, mint 180 fok,
a kormodellben ki-
sebb. Nincs hasonlo-
sag a gdmbon, illet-

A geometridk megkiilénboztetése-
re haszndlt hiperbolikus, ellipti-
kus, parabolikus elnevezések
Felix Kleintol szdarmaznak. Para-
bolikus geometridn az euklideszi
geometria értendo (a hidny neve
gorégiil élleipszisz, a tobbleté
hiiperbolé, az egyenlésége
parabolé). Analog modon ezt ér-
telmezhetjiik 1igy is, hogy nincs,
16bb, illetve egy pdarhuzamos van
a vonatkozo geometridkban.

lalni a teriilet mé-
résére!

Feladat: Adott 3
szog, szerkessz
olyan haromszoget,
amelynek legna-
gyobb a teriilete. Ez
a 3 szog lehet a ha-
romszog szoge és ol-
dala is.

Kérdések: Melyik
jobb valasztas, ha
ezeket  oldalnak

ve a kormodellben.

vagy szognek vesz-

Ha egy egyenld ol-

dalt hadromszog oldalat novelem, a gdm-
bon nd a szdg, a kormodellben csokken a
sz0g, mig a sikon valtozatlan. A gdmbon
ez a szog 60 foktol valtozik 180 fokig, a
kérmodellben 60 foktol valtozik O fokig.
Természetesen nincs egyik esetben olyan
haromszdg, aminek 60 fokosak lennének
a szogel.

A sikbeli szerkesztéseket csak megbe-
sz¢lésre javasoljuk, a masik két modellben
azonban szerkesszék meg egyediil. Fontos
megmutatni a hasonlé szabalyos harom-
szogeket a sikon/gdmbon/koérmodellen és
azt is, hogy hogyan valtoznak a szogek az
oldal novekedésével.

Vezessiik be az egyszeresen, kétszere-
sen, haromszorosan aszimptotikus harom-
szogek fogalmat. Egyszeresen aszimptoti-

sziik? (Természete-
sen ez a megadott szogektdl fiigg.) Hogy
mérjiikk a haromszog teriiletét a sikon? Jo
lesz-¢ ez a gobmbon/kérmodellben? Mi lesz
a magassag elfajulo/specialis esetekben?
Aranyos-e a teriilet a szogdsszeggel
sikon/gémbon/kdrmodellen? Ha mar min-
dent szoggel mériink, lehet-e, hogy a terii-
let is egy szoggel legyen egyenld? Mi len-
ne ha a teriilet a sz0gdsszeg lenne? Igaz
lenne-e igy, hogy ha egy haromszoget a
gdmbon/kérmodellen kettévagunk két ha-
romszogre, akkor a két kis haromszog te-
riletének Osszege a nagy haromszdg terii-
letével egyenlé? Ha ez nem jo, mit csinal-
junk, hogy ez jo legyen?
A teriilet mérése: gOmbon: szogodsz-
szegbdl kivonunk 180 fokot; kérmodellen:
180 fokbdl kivonjuk a szogdsszeget.
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Mi volt az egységteriilet a sikon? Lehet-
e ehhez hasonlét venni a gdmbon/kérmo-
dellen? Ha négyszdget nem, akkor lehet-e
valamilyen haromszoget? Melyik az a ha-
romszog a gdombon/kdrmodellen, amelyik-
nek egységnyi a teriilete a mar bevezetett
teriiletfogalommal? Mennyi a teriilete egy
haromszor derékszogili/asszimptotikus ha-
romszognek? Hogy szamoljuk ki ezek se-
gitségével egy kétszer derékszdgii/aszimp-
totikus haromszog teriiletét? Hogy sza-
moljuk ki egy gdmbkétszog teriiletét?
Hogy szamolhato ki egy altalanos harom-
sz0g teriilete a gdmbon/kérmodellen? Vé-
ges vagy végtelen a gombfeliilet? Véges
vagy végtelen a hiperbolikus sik?

Tanari segédlet: A sz6gbsszeg mint te-
rlilet azért nem jo, mert ha egy haromszo-
get felbontunk két haromszdgre, akkor a
két haromszdg teriilete nem lesz egyenld
az eredeti tertilettel. Ez kdnnyen ellendriz-
het6. Hasonloan ellendrizhetd mindkét
modellben, ha a jo teriilet fogalmat hasz-
naljuk, akkor ez mar jo lesz.

Altalanos haromszog esetében a gom-
bot bontsuk fel a haromszdg oldalai segit-
ségével 3 gombkétszogre és a két egybe-
vago haromszogre. S az egész gombfelii-
letb6l 720 fokot kivonva a gdmbkétszogek
teriiletét, megkapjuk kétszer a haromszog
teriiletét. A teljes gombfeliilet teriilete 720
fok. Ez ugy magyarazhato el, hogy ha ve-
sziink egy olyan haromszdget, amelynek a
csucsai egy egyenesen vannak, akkor en-
nek a haromszognek 180 fokosak a szogei,
igy a teriilete 360 fok, ez a haromszdg pe-
dig egy félgombot hataroz meg.

Itt is hagyjuk a gyerekeket kisérletezni
a haromszogekkel, hogy maguk jojjenek
ra a terliletfogalomra az egyes modellek-
ben. Fontos megnézni, hogy hol van ha-
sonlosag az euklideszi sik és a modellek
kozott. Vagy hol hasonlit a gombi és a
kérmodell egymasra, teljesen eltéréen az
euklideszi siktol.

A foldrajz és a matematika kapcsolata

A tanitas anyaga: mérés foldgombon,
kiilonbozé vetitést térképeken.

Nevelési feladat: a matematika szoros
kapcsolatban 4all més tantargyakkal.

Oktatasi feladat: a tanuld tudjon tajéko-
z6dni a f6ldgombon, térképeken.

Didaktikai feladat: 0j ismeret szerzése.

Munkaformak: egyéni osztalymunka.

Szemléltetés: f6ldgomb, kiillonbozo veti-
tési térképek.

Fogalmak: tavolsag.

Célkitiizés: 1tt van néhany térkép és egy
f6ldgomb. Probaljuk meg 6sszehasonlitani
Oket és megallapitani, hogy vajon hogyan
késziilhettek!

Feladatok: — Keresd meg, illetve jelold
be Magyarorszag helyét a f6ldgémbdn, il-
letve mindegyik térképen!

— Jeldlj be két varost, mondjuk New
Yorkot és Parizst a térképeken! Mérd le a
tavolsagukat! Tedd meg ezt a foldgémbon
is! Mit tapasztalsz?

— Ha a Malév igazgatoja volnal, melyik
térképet hasznalnad?

— Prébald meg elképzelni, hogyan jo-
hettek 1étre a kiillonb6z6 térképek!

Utoszo

Reméljiik, sokan kedvet kapnak majd,
hogy didkjaikkal megismertessék a geo-
metria altal nytjtott lehetdségeket és szép-
ségeket.

A gdmbon valo jatszadozas, tapasztalat-
szerz€s a tanulok szamara is biztosan nagy
élményt jelent. A szamitdogépes program ke-
zelése sem nehéz, kdnnyen elsajatithato, igy
a hiperbolikus geometria jellegzetes vilaga-
ba valé bekukkantashoz remek eszkoz.

Tovabbi terveink: dsszehasonlité méré-
seket végezni kisérleti és kontrollcsoport-
ban annak felderitésére, hogyan befolya-
solja a kozépiskolds didkok matematika-
tanuldsi motivacigjat az ismerkedés kiilon-
féle geometriakkal. Ezen kiviil arra is ki-
vancsiak vagyunk, a matematika egyes te-
rileteinek elsajatitasaban jelent-e valto-
zast a tananyag gazdagitasa. Ugy gondol-
juk, a bizonyitasi igény felkeltésében var-
hat6 a leginkabb hatas.

Azt szeretnénk, ha tanitvanyaink is ko-
zelebb keriilnének annak megértéséhez,
mit érezhetett Bolyai Janos, amikor ezt ir-
ta: ,,Semmibdl egy 0j, mas vilagot terem-
tettem.”

107




Szemle

Irodalom

Bolyai Janos (1973): Appendix, a tér tudomanya.
Szerkesztette Karteszi Ferenc. Akadémiai Kiadd, Bu-
dapest.

Csaszar Akos (1981): Hogyan latta Hilbert a mate-
matika jovojét. In: Nagy pillanatok a matematika tor-
ténetében. Gondolat, Budapest.

David Lajos (1979): 4 két Bolyai élete és munkdssa-
ga. Gondolat, Budapest.

Foldrajzi vilagatlasz. (1992) Kartografiai vallalat,
Budapest.

Horvath Jend: Sztereografikus projekcio és alkalma-
zasa, elemi geometria a Poincaré-féle félgombmo-
dellen.

Lénart Istvan (1996): Non-Euclidean Adventures on
the Lénart Sphere. Key Curriculum Press, USA.
Németh Laszloé (1977): A két Bolyai. Magveté —
Szépirodalmi Konyvkiadd, Budapest.

Szilassi Lajos: 4 hiperbolikus geometria Poincaré-
féle kérmodellje. Hattérismeretek a Bolyai.exe prog-
ramhoz.

Trepszker Zsuzsanna

Interju Hiller Istvannal

Tanulmany

OKI Miihely

Helyzetkép

Vilagtiikor

OECD

TKA melléklet
Tordai Péter: Kisérletektdl az alkalmazasig

Miihely
Nemes Ilona: Gyerekérett-e az iskola?
Kamaras Istvan: Fed6neve: olvasotabor

Kritika Figyel6:
Otvenegy tudos éjszaka
Hasznos mulattato

KOMA melléklet
Szabadid6 szervezOk palyazat

Uj Pedagogia Szemle

LII évfolyam. 2002. december havi tartalma

Nagy Maria: Tanulok, munkaterheik és iskolai eredményességiik

Viégo Irén: Ovodai intézményrendszer, 6vodai nevelés az ezredfordulon
Villanyi Gyorgyné: Ovodai nevelési programok elemzése
Kerber Zoltan a tantargyi obszervacié néhany tanulsaga

C. Neményi Eszter Az alsotagozatos matematika tantargy helyzete és fejlesztési feladatai
Somfai Zsuzsa: A matematika tantargy helyzete a felsé tagozaton és a kozépiskolaban

Zarandy Zoltan: Az informacios és kommunikacios technologiak az eurdpai oktatasi rendszerekben
Korintus Mihélyné: A kisgyermeknevelés Europaban

Program a korszerti, kényelmes €s hatékony tanulast biztosito iskolaépiiletekért
Interju Jeney Lajos épitésszel az eurdpai iskolaépitészetrol

Kemény Gabriella: Liszabontol Barcelonaig - valtozasok az oktatas és képzés k6zosségi koordinaciojaban

108




